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Prodlogo

La Estadistica es la rama de las Matematicas que describe y analiza conjuntos
de datos de forma que, basandose en el calculo de probabilidades, realiza inferencias
y obtiene conclusiones sobre ellos. Por ello, se han desarrollado una gran variedad
de técnicas de analisis e interpretacion de datos.

Uno de los problemas centrales en Estadistica es la caracterizacion de las variables
aleatorias, es decir, la determinacion de la distribuciéon con la que dicha variable toma
sus valores posibles. Esta caracterizacién pasa por el conocimiento de la funcién de
probabilidad /densidad o la funcién de distribucién de esa variable, que en muchos
casos pertenece (exacta o aproximadamente) a cierta familia paramétrica.

En este trabajo se estudiara una forma alternativa de caracterizar funcionalmente
la distribucion de variables aleatorias reales. Esta caracterizacién se basa en el valor
medio de ciertos elementos aleatorios con valores de niimero fuzzy. Una motivacion
del empleo de esta caracterizacién alternativa es, esencialmente, que esta basada en
un valor medio (fuzzy), lo que confiere consistencia a los procedimientos inferenciales
que la involucran y para los que, con frecuencia, pueden emplearse resultados tipo
limite y sus aproximaciones bootstrap.

Si bien en algunas ocasiones las variables en estudio llevan asociada de forma
exacta e inmediata una distribucién conocida (como ocurre con buena parte de
las variables con distribuciones discretas), no siempre resulta evidente el modelo
de distribucién, exacto o aproximado, que sigue una variable aleatoria. En este
sentido, los procedimientos de contraste de bondad de ajuste a una distribucion
hipotética se ocupan de verificar hasta qué punto resulta sostenible que los datos
obtenidos por el muestreo de dicha variable puedan provenir, efectivamente, de tal
distribucién.

Al mismo tiempo, otro problema de interés estadistico es el del contraste de la
sitmetria de la distribucion de una variable aleatoria. Cuando una distribucién es
marcadamente asimétrica, es sabido que algunas de las medidas de localizacién mas
usuales, como la media, suelen estar muy influenciadas por los valores extremos, y

resultan poco representativas de la tendencia central de esa distribucion. Asi mismo,
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muchos estudios estadisticos muestran comportamientos muy dispares o sus conclu-
siones son mas o menos oportunas seguin se trabaje con distribuciones simétricas o
asimétricas.

Este trabajo presenta en el Capitulo 1 las nociones preliminares sobre los nimeros
fuzzy, prestando atenciéon especial a la aritmética y las métricas involucradas en el
tratamiento estadistico de datos fuzzy, al concepto de ntmero fuzzy aleatorio y
algunas de las medidas resumen de su distribucién, asi como ciertos procedimientos
de la metodologia para el analisis de datos fuzzy. El capitulo hace un recorrido
exhaustivo y unificado sobre estas nociones, pormenorizando las demostraciones de
los resultados esenciales, a excepcién de unos pocos que requeririan de desarrollos
previos muy alejados de la extensién y alcance de un trabajo fin de grado.

En el Capitulo 2 se estudia una clase de métodos de “fuzzificacion” de una
variable aleatoria real y su aplicaciéon a la caracterizacion de la distribucion de dicha
variable. A continuacién se examinan algunas implicaciones de esta caracterizacion
para el contraste de bondad de ajuste de la distribucién de una variable aleatoria a
una distribucion hipotética totalmente especificada y para el contraste de la simetria
de la distribucion de una variable aleatoria con respecto de un punto real especifico.
La aplicaciéon de ambos procedimientos se ilustra con un problema real del campo
de la Fisica.

El trabajo finaliza con algunas conclusiones y observaciones de interés.

II
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Capitulo 1

Introduccion a los

Numeros Fuzzy Aleatorios

En este capitulo se introduciran los conceptos de ntimero fuzzy y numero fuzzy
aleatorio, la aritmética mas usada para operar con los datos que toman valores de
numero fuzzy y una familia de métricas operativas.

Zadeh [46] introdujo los llamados conjuntos fuzzy como representacién mate-
matica de propiedades o restricciones cuya definicién no implica que necesariamente
deban cumplirse o no, sino que pueden satisfacerse con ‘cierto grado’. Por esta razon,
los conjuntos fuzzy son especialmente tutiles para modelizar y tratar la imprecision
y el razonamiento aproximado de tales propiedades o restricciones.

Diez anos més tarde, y tras algunas aplicaciones relevantes de los conjuntos fuzzy,
Zadeh [47] presenté la nocién de nimero fuzzy en el contexto del estudio de va-
riables lingtiisticas en el ambito de los ‘sistemas humanisticos’. Como aclaracién del

“

significado de este ultimo término, Zadeh indicaba que “.. Por un sistema huma-
nistico entendemos un sistema cuyo comportamiento esta influenciado fuertemente
por el juicio, la percepcion o las emociones humanas. Ejemplos de sistemas huma-
nisticos son: los sistemas econémicos, los sistemas politicos, los sistemas legislativos,
los sistemas educativos, etc. También puede verse como un sistema humanistico un
tinico individuo y el proceso de su pensamiento.”

Ademas, en relacion con las variables lingiiisticas modelizadas mediante nimeros
fuzzy, Zadeh desarroll un principio de extension [47] con el objeto de adaptar el apa-
rato matematico existente para el andlisis de sistemas al tratamiento computacional
de esas variables.

En este sentido, si el espacio de los niimeros fuzzy se dota de una aritmética

apropiada, junto con métricas oportunas entre ellos, se puede entender y manejar
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como un espacio métrico mas general que el habitual sobre el espacio euclideo de
dimension 1. Y si esos ntmeros fuzzy se emplean para modelizar los ‘valores’ de
ciertas caracteristicas imprecisas, se plantea de forma natural la formalizacion en el
contexto probabilistico de los mecanismos aleatorios que generan datos fuzzy.

Todas estas ideas se detallan a continuacién.

1.1. Formalizaciéon de los nimeros fuzzy

Los numeros fuzzy (difusos/borrosos) son una forma de representar cantidades
intrinsecamente imprecisas y que, por tanto, no pueden expresarse fielmente median-
te escalas numéricas. Estas cantidades suelen estar asociadas a valoraciones humanas
para las que se carece de instrumentos de medicion expresa, causa de tal imprecision.

Si bien, como se ha senalado, los niimeros fuzzy fueron introducidos por Zadeh
como conjuntos fuzzy sobre el espacio euclideo de dimension 1, su formalizacién en
el modo en que van a tratarse en este trabajo se debe mayoritariamente al trabajo de
Nguyen [38] (ver también, por ejemplo, Dubois y Prade [11], Kaleva y Seikkala [23],
Ming [32] y Puri y Ralescu [40]). Las condiciones que se han ido afiadiendo para
los ntimeros fuzzy han obedecido en buena parte a cuestiones relacionadas con su
aritmética usual, que detallaremos en la seccién siguiente.

La definicién de ntimero fuzzy (acotado) puede establecerse segiin dos enfoques
equivalentes: el ‘vertical’ y el ‘horizontal. Mientras que el segundo enfoque puede
entenderse como una extensiéon de un intervalo real compacto, el primero corres-
ponderia a una extensién de su caracterizacién funcional a través de su funcién

indicador.

Definicién 1.1.1. [VERTICAL] Un ndmero fuzzy (acotado) se corresponde con
una funcion U : R — [0,1] que es:

= semi-continua superiormente,
= cuasi-concava,
= normal (i.e., toma el valor 1 para al menos un valor en R) y

» su conjunto soporte topoldgico (que es la clausura del conjunto de los valores

de R cuya imagen es distinta de 0) se supone acotado.

Para cada x € R, el valor ﬁ(x) se interpreta como el “grado de compatibilidad”

de x con la propiedad definida por U.
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Definicién 1.1.2. [HORIZONTAL| Un ndmero fuzzy (acotado) se corresponde con
una funcion U : R — [0,1] tal que para cada o € [0,1], el conjunto a-nivel (o a-

corte) definido por

0 {teR:U>al si o€ (0,1]
d{zeR:U>0} si a=0

a =

es un intervalo compacto no vacio.
El espacio de todos los niimeros fuzzy se representard como F.(R).

Observacion 1.1.1. La equivalencia de los dos enfoques anteriores se debe, por
un lado, al hecho de que una funciéon f : E — R se dice que es semicontinua
superiormente si, o bien es continua o, si no lo es, sélo puede ‘saltar hacia arriba’,
lo cual suele formalizarse (entre otras definiciones equivalentes) exigiendo que para
todo a € R el conjunto anti-imagen f~1([a,00)) = {x € E : f(x) > a} sea un
conjunto cerrado. En consecuencia, la semicontinuidad superior de un ntimero fuzzy
equivale a la compacidad de todos sus a-niveles, a lo que a veces se refiere en la
literatura como un conjunto fuzzy compacto.

Por otro lado, se dice que una funciéon f : R — R es cuasi-cOncava si para
todo A € [0, 1] y cualesquiera que sean z,y € R se cumple que f(Az + (1 — N\)y) >
min{ f(x), f(y)}. Equivalentemente, se dice que f es cuasi-concava si para todo a €
R el conjunto anti-imagen f~!([a,00)) es un conjunto convexo. En efecto, si f es
cuasi-concava, entonces cualesquiera que sean a € R y A € [0,1] y cualesquiera
que sean z,y € f~([a,00)) (es decir, f(z) > a, f(y) > a), se tiene que f(Az +
(1 —Ny) > min{f(z), f(y)} > a, de manera que Az + (1 — Ny € f'([a,)).
Reciprocamente, si para todo a € R el conjunto anti-imagen f~'([a,00)) es un
conjunto convexo, entonces para todo A € [0,1] y cualesquiera que sean x,y € R,
si se considera @ = min{f(z), f(y)}, se tiene que z,y € f~!([a,0)), de donde
Ax+(1-Ny € f1([a,)), de manera que f(Az+(1—N)y) > a = min{f(x), f(y)}.
En consecuencia, la cuasi-concavidad de un ntimero fuzzy equivale a la convexidad
de todos sus a-niveles, a lo que suele referirse en la literatura como un conjunto

fuzzy convexo.

Conviene también resefiar que un numero fuzzy queda caracterizado por su re-
presentacion inf /sup, segin se establece en el resultado siguiente (cf., Goetschel y
Voxman [17], Ming [32]):
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Proposicién 1.1.1. Dado U € F.(R), existen dos funciones | : [0,1] — R y r :
[0,1] — R tales que:
C.1) lyr son

— continuas por la izquierda en (0, 1],

— continuas por la derecha en 0,
— [ no decreciente y r no creciente en [0, 1],

C.2) (1) <r(1),

y (I,7) es su representacion inf /sup (es decir, U, = [I(a), ()] para todo a € [0, 1]).
Reciprocamente, sil : [0,1] — R y r :[0,1] = R son dos funciones que satisfa-

cen las Condiciones C.1 y C.2, entonces, existe un U € F,(R) tal que (I,7) es su

representacion inf /sup.
Demostracién. En efecto, si U € Fo(R):

» Las funciones [ y r que determinan su representacién inf/sup, es decir, tales
que [(a) = inf U, v r(a) = sup U,, cumplen C.2 por ser U = [1(1),r(1)] # 0.

= Ademss, si o < o se tiene que U, C Uy, de donde se concluye que I(a) < I(a)

y r(a) > r(a’) (es decir, [ no decreciente y r no creciente en [0, 1]).

» Por otra parte, si o, T a € (0, 1], se cumple que I(a,) 1, 7(a) 4y Uaw) < (),
r(ay,) > r(a), de manera que existen los limites lim,, o {(a,) v lim,, o r(ay,).
Ademas, a,, T implica que (7% J. Més concretamente, al tratarse de una suce-

sion de conjuntos decreciente, se sabe que:
[[(an), ()] = ﬁan I m ﬁan'
n=1

Pero (., Uy, = Uy = [I(a),7(a)], ya que U, C Uy, cualquiera que sea n y si
z € 2, U, (es decir, para todo n € N se cumple que U(z) > a,), entonces,
z € U, (en caso contrario, U(z) < o aseguraria que ¢ = a — U(z) > 0y, al ser
a, T a, deberia existir ny € N tal que para cualquier n > ng se cumpliera que
a—a, <e=a—U(z), de donde U(z) < ay, y, por lo tanto, z ¢ U,,, lo cual

es absurdo).

Por otro lado, N5y Uy, = Mo [l(an), r(am)] = [limy e (o), limy, 00 (a,)],
ya que cualquiera que sea n, se tiene que () < lim, o l(a,) y 7(a,) >
lim,, 0 7(a,), de modo que [lim,, o0 (), imy, o0 7(n)] C [{(atn), 7(0n)]-

Ademads, si x € N2 [l(an), r(aw,)] (es decir, para todo n € N se cumple que
l(an) < x < r(ay)), entonces, lim,, o l(a,) < & < lim,, o () (en caso

contrario, o bien x < lim,,_,+ [(a,), en cuyo caso existirfa nj € N tal que para
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cualquier n > ny se cumpliera que lim,, o (@) — (o) < limy, o0 () — ,
de donde = < (), lo cual es absurdo, o bien x > lim,,_,. (), en cuyo
caso existiria ny € N tal que para cualquier n > ng se cumpliera que 7(a,) —
lim,, 00 7(0y) < & — lim,, o r(ay,), de donde > r(ay,), lo cual es absurdo).
Como consecuencia:

(), 7(a)] = Uy = nrjl Ua, = n@jl(an)’r(an)] = Jgrgol(an),gl_)rgor(an) )
lo que confirma que [(«) = lim,, o () ¥ 7(a) = lim,, o (), es decir, que

[ y r son continuas por la izquierda en (0, 1].

= La continuidad de [ y r por la derecha de 0 se probaria con un razonamiento

similar al anterior.

Reciprocamente, sean [ : [0,1] - Ry r: [0, 1] — R dos funciones que satisfacen

las Condiciones C.1 y C.2 del enunciado. Si se define U : R — [0, 1] de forma que

U(x) = arg sup a = sup {min{a, ﬂ[z(a),r(a)](l')}} :
a€l0,1]: zel(a),r(a)] a€l0,1]

entonces, cualquiera que sea o € (0, 1] se tiene que:
= si U(x) < a, se cumple que z ¢ [I(a), r()];
= si U(x) > a, se cumple que z € [I(a), r()];

= siU(z) = a, se cumple que € [I(a), ()], ya que de no ser asf se tendria que o
bien x < l(a)) o x > r(a), y considerando una sucesién «,, T « se cumplird que
z € (o), ()] para todo n, de donde por la continuidad por la izquierda de
[ y r puede garantizarse que [(a)) = lim,, o [(a,) < & = lim,, oo 7(,) = (),

con lo cual x € [I(a),r(a)];

por lo que, en resumen, l~](x) > a < l(a) <z < r(a). Andlogamente se probaria

para a = (, habida cuenta de la continuidad por la derecha de 0 de [ y r. [

Algunos autores eliminan la condicién de compacidad (en realidad, la condicion
de acotacién) del soporte topolédgico de los niimeros fuzzy, si bien la mayoria de los
resultados y estudios estadisticos apenas quedarian afectados por la eliminacién de
dicha suposicion. Desde una perspectiva préactica, es muy habitual que la condicion
de semicontinuidad superior se refuerce considerando funciones continuas.

Un ejemplo simple y operativo de ntiimero fuzzy son los nimeros fuzzy triangu-

lares, una clase muy usada por su simplicidad.
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Ejemplo 1.1.1. [NUMEROS FUZZY TRIANGULARES| Sean a,b,c € R con a < b <
c. Se define el nimero fuzzy triangular Tri(a,b,c¢) : R — [0,1] con ‘vértice’ b y
‘extremos’ izquierdo y derecho a y ¢, respectivamente, (con a < b < ¢) como el

numero fuzzy con versién vertical

i:; si z € [a,b]
Tri(av b, C) S si x € (b, C]

c—b

0 en el resto

(ver Figura 1.1) y con versién horizontal tal que para cada a € [0, 1]:

(Tri(a, b,¢))o = [a + a(b—a),c+ a(b—c)].

‘a b c

Figura 1.1: Representacion grafica del nimero triangular Tri(a, b, c)

A pesar de la facilidad de programacién, uso e interpretaciéon que tienen los
numeros fuzzy triangulares, se comprobard mas adelante que para algunos problemas

muy especificos no siempre suponen la elecciéon méas oportuna.

1.2. Aritmética y métricas entre niimeros fuzzy

En su introduccién de los ntimeros fuzzy para el estudio de las variables lin-
glifsticas, Zadeh [47] estableci6 el llamado principio de extension con el objeto de
extender el dominio de una funcién o de una relaciéon sobre conjuntos clasicos a
conjuntos fuzzy. El fin Gltimo de esta extension era, entre otros, el desarrollo de una
aritmética entre niimeros fuzzy, para poder trabajar con las variables lingiiisticas de

una forma lo mas parecida posible a como se trabaja con las variables numéricas.
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Particularizado al caso de una funcién f : R x R — R, si U,V € F.(R), el
principio de extension de Zadeh daria lugar a la imagen inducida por f
de ([7 , ‘7) (que también podria entenderse como la imagen inducida por f del pro-
ducto cartesiano fuzzy U x V, segtn la definicién del mismo dada por Zadeh, que

corresponderia a

FUV)(z) = sup (U x V)(z,y) = sup min{U (), V(y)}.

(z,y)ERXR: f(z,y)=2 (z,y)ERXR: f(z,y)=2
Se trata, de hecho, de una extension inmediata de la extensién intervalar natural (la
imagen del producto cartesiano). Si se denota por K.(R) el espacio de los intervalos
compactos no vacios en R, para K, K’ € K.(R) la imagen inducida por f de K, K’)

vendria dada por:
UKD ={f(z,y) : (v,y) € K x K'},
que equivale a

Ve, (2) = sup min{l (), Ix(y)}.
(z,y)ERXR: f(z,y)==2

La aritmética usual entre niimeros fuzzy involucra dos operaciones basicas para
su tratamiento estadistico: la suma y el producto por escalares. Sobre la base del
principio de extension de Zadeh, estas operaciones se definen a continuaciéon en su

version funcional.

Definicién 1.2.1. Sean U,V € F,(R). La suma de U y V es el nimero fuzzy
U+V e F(R) dado por:
(U+V)(2) = sup min{U (z), V(y)}.
{(z,y)ER? : a4y=z}
Definicién 1.2.2. Sean U € F.(R) y k € R. El producto de U por el escalar k
es el nimero fuzzy k- U € F.(R) definido por:

k-Uly)=  sup  Ulx)= Uk) s ko

{z€R: y=ka} ]1{0} si k=0
Las definiciones funcionales precedentes equivalen a las extensiones nivel a nivel
de la aritmética intervalar usual (ver, por ejemplo, Moore [37]), como lo prueban las

dos proposiciones siguientes, basadas en resultados establecidos por Nguyen [38].

Proposicién 1.2.1. Sean U,V € F.(R). La suma de U yV es el nimero fuzzy
U+V e F(R) tal que, para cada o € [0,1], el a-nivel de U +V es la suma de
Minkowski de U, Y 17@, es decir:

(U+V)g = Uy + Vo,
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lo cual equivale a que
([7 + V)a ={z+y:zx€ (Nfa,y € f/a} = [infffa +{nfV,,sup U, + supVa].

Demostracion. En efecto, vamos a probar la primera igualdad, puesto que la segunda

resultaria trivial a partir de ella.
m Size ﬁa + ‘70“ entonces deben existir x, € [7&, Y, € Va tales que z, + vy, = 2.
Como U(z.) > oy V(y.) > @, se tiene que
sup min{U(z), V(y)} > min{U(z.), V(y.)} > a,

{(z,y)ER2 : z+y=2}

de donde z € (U 4 V),.
= Reciprocamente, si z € (U 4+ V), se tiene que

C+7)) = s min{0@), V) > o
{(z,y)ER? : z4y=z}
- En el caso en que (U + V)(z) > a, deben existir 2, € U,,. € V, para
los que 2/, + ¥, = z y tales que

sup min{U(z), V(y)} = min{U(a1), V(y.)} > a,

{(z,y)ER2 : z+y=2}
de donde 2, € U,, . € V,. En consecuencia, z = 2, + 3, € Uy + V.

- En el caso en que (U+V)(2) = a, si se define la funcién g : RxR — [0, 1]
tal que g(z,y) = min{U(z),V(y)}, se trata de una funcién no negativa,
que se anula fuera del conjunto compacto Us x Vp y tal que para todo « €
[0,1] se cumple que g~ ([ev, 1]) = U, x Va, que es obviamente un conjunto
compacto en R% Es decir, ¢ es semicontinua superiormente, por lo cual
el supremo de g en el conjunto cerrado {(z,y) : z +y = 2} N (Uy x Vp)

es maximo. Por lo tanto, deben existir z e y” para los que 27/ +y” = =

y tales que
9(@l,y)) = sup  g(z,y) = sup 9(z,y),
{(z,y)eR? : z+y=2}N(Uox Vo) {(z,y)ER? : xty=2}
de donde
min{U(z?), V(y!)} = sup min{U(z),V(y)} = (U+V)(z) = a.

{(z,y)ER? : z+y=2}

En consecuencia, U(I‘IZ/) >ay V(y;’) > «a, de modo que z = 27 +y. €
U, + V. O
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¥ —i [ ] ]
a b a'ata’ c b’ c' b+b’ ctc'

Figura 1.2: Representacion grafica de la suma de dos niimeros fuzzy triangulares

Como ejemplo de la suma de ntmeros fuzzy, la Figura 1.2 ilustra la suma de dos

numeros triangulares.

Proposicién 1.2.2. Sean U € Fe(R) y k € R. El producto de Uvyk es el nimero
fuzzy k- U € Fo(R) tal que para cada o € [0,1], el a-nivel de k- U es el producto de

k por U, sequn la aritmética intervalar usual, es decir:
(kU)o =k-U,,

lo cual equivale a que

- N [k -nf(U)a, k-sup(U)s] s >0
(k-U)o={k-x:2€U,} =

[k -sup(U)a, k- inf(U)s] si k<0
Demostracion. En efecto, vamos a probar la primera igualdad, puesto que la segunda
resultaria trivial a partir de ella.
Si k = 0, el resultado es inmediato puesto que O - U= 110y, de donde cualquiera
que sea a € [0,1] se tiene que (0-U)q = {0} =[0,0] = 0 - U,.
Si k # 0, entonces

(k-U)a={yeR: (k-U)(y) >a}={yeR: Uly/k) >a}.

= Siy € k-U,, entonces z, = y/k € U,. Como U(z,) > a, se tiene que
ye (k ) ﬁ)a-

» Reciprocamente, si y € (k - (7)0“ se tiene que ﬁ(y/k) > «, de donde y/k € Ua
y, por lo tanto, y = k - (y/k) € k - U,. ]

Como ejemplo del producto de niimeros fuzzy por escalares, la Figura 1.3 ilustra

el producto de £ = 2 por un nimero triangular.
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Figura 1.3: Representacion grafica del producto por k = 2

de un nimero fuzzy triangular

Observacion 1.2.1. Es importante senalar que si bien los ntimeros fuzzy pueden
formalizarse de manera funcional, la aritmética basada en el principio de extension
de Zadeh no se corresponde con la aritmética funcional usual. De hecho, muy a
menudo la suma y el producto por escalar funcionales no darian lugar a ntimeros
fuzzy (como ocurriria en los ejemplos considerados en las Figuras 1.2 y 1.3). Ademés,
el significado de las cantidades imprecisas resultantes de las operaciones se perderia.
No obstante, como se comentara méas tarde, la aritmética usual de ntimeros fuzzy.
junto con la adopcion de ciertas métricas entre ellos permite el encaje isométrico del
espacio de nimeros fuzzy en un cono convexo de un espacio de Hilbert de funciones

con la aritmética funcional usual.

Observacién 1.2.2. Cuando el espacio F.(R) se dota de la aritmética usual entre
nimeros fuzzy, tiene estructura semilineal, ya que U 4 (—1) - U # L{oy = elemento
neutro de la suma de nimeros fuzzy. Por ejemplo, si U = Tri(a, b, ), entonces
U+ (—1)-U = Tri(a,b,c) + Tri(—c, —b, —a) = Tri(a — ¢,0,¢ — a), que serfa un
numero fuzzy triangular simétrico respecto de 0.

Como consecuencia, no es posible encontrar un operador diferencia que simulta-
neamente esté bien definido, en el sentido de que sea un nimero fuzzy para cada par
de niimeros fuzzy involucrados, y que conserve una de las propiedades méas conocidas

en relacion con la suma de nimeros reales (mas concretamente, U + (V —U) = V).

La introduccion de métricas en el espacio de los niimeros fuzzy busca, por un lado,
resolver algunos de los problemas relacionados con la no linealidad de (F.(R), +, ),
siempre que en el estudio considerado la diferencia entre dos ntimeros fuzzy pueda
sustituirse por una distancia porque el ‘signo’ de su ’diferencia’ sea irrelevante (por
ejemplo, es indistinto verificar la igualdad de dos nimeros fuzzy y verificar que una

distancia entre ellos es nula). Por otro lado, algunas técnicas del anélisis de ntimeros
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fuzzy extienden procedimientos del caso real que involucran distancias (por ejemplo,
el método de minimos cuadrados).

El empleo de métricas basadas exclusivamente en la caracterizacién inf /sup
de los numeros fuzzy puede resultar algo pobre, ya que las distancias tendrian en
cuenta exclusivamente las distancias euclideas entre los infimos y entre los supremos
de los a-niveles. Por otro lado, si se utilizan métricas tipo LP (con p # 2) o tipo
L podrian perderse algunas ventajas de interés, como es el encaje isométrico del
espacio métrico con la aritmética que acaba de describirse dentro de un espacio de
Hilbert de funciones o la separabilidad de dicho espacio.

En este trabajo va a considerarse una familia de métricas (o métrica generali-
zada) de tipo L? introducida por Bertoluzza et al. [3], y que admite dos versiones
equivalentes: una mas intuitiva en cuanto a la elecciéon oportuna de elementos de esa
familia y otra mas sencilla de manejar en la mayoria de los desarrollos. Esta métrica
generalizada se basa en distancias entre a-niveles que involucran a su vez distan-
cias (méas concretamente, cuadrados de distancias euclideas) entre las combinaciones
lineales convexas de esos niveles intervalares.

Para interpretar bien la métrica generalizada, puede comenzarse exponiendo su

version intervalar.

Definicién 1.2.3. Sea W una medida de ponderacion normalizada en el espacio
([0,1], Bjo,1)) y formalizada como una medida de probabilidad asociada a una distri-
bucion no degenerada. Sean K, K' € IC.(R), y sea K :=¢ -sup K 4 (1 —t) -inf K,
para todo t € [0,1]. Se define la W -distancia entre K y K' como

dyw (K, K') = \//[ R Rz (),
0,1

Observacién 1.2.3. Aunque W esté asociada formalmente a una medida de pro-
babilidad, no tiene ningtn propdsito estocastico y simplemente determina la ponde-
racion de las distintas combinaciones lineales convexas de los intervalos. La eleccion
de W da lugar a distintas distancias. Por ejemplo, en el caso de tomar W = U 1
se obtiene que dy = dz, con 0o K, K') = \/f[o,u [\ian—;an’P + \SupK_qupK’P] dt,
que es la distancia L? entre intervalos introducida (en un contexto méas amplio) por

Vitale [45].

Para extender este concepto a F.(R) se considera una media ponderada de las
distancias dy entre los a-niveles de los nimeros fuzzy siguiendo, entre otras, las
ideas de Klement et al. [25] y Diamond y Kloeden [10].
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Definicién 1.2.4. Sea W una medida de ponderacion normalizada en el espacio
([0,1], Byo,11) formalizada como una medida de probabilidad asociada a una distribu-
cion no degenerada, y sea @ una medida de ponderacion normalizada en el mismo
espacio ([0, 1], By,1)) formalizada como una medida de probabilidad asociada a una
funcion de distribucion absolutamente continua y estrictamente creciente en [0, 1].

SiU,V € F.R), se define la (W, p)-distancia entre U y V como

DE(T, V) \//01] dw (Ua, V)] e \//[01 [01]‘ ol _ OEt]F AW (1)] dg(a).

La Figura 1.4 muestra la distancia euclidea entre dos puntos ‘correspondientes’

(combinacién lineal convexa con t = 0.5) de los a-niveles cuyo cuadrado se integra
en D, (U, V).

A
11 6— ‘7

[7(&0.5] _ f/ogo.m

Figura 1.4: Ejemplo de distancia euclidea entre dos puntos ‘correspondientes’ de

los a-niveles en la (W, ¢)-distancia

Observacion 1.2.4. De nuevo, al igual que ocurria para W, ¢ no tiene ni un pro-
posito estocastico ni debe interpretarse en términos probabilisticos. La eleccion de ¢
se llevaréd a cabo atendiendo a la ponderacion que quiera asignarse a la ‘importancia’

de los distintos a-niveles. Asi, por ejemplo:
» si o = B(1,1) = Uy, se asigna la misma ‘importancia’ a todos los niveles;

» si ¢ = B(1,p) con p >> 1 se asigna mas ‘importancia’ a un a-nivel cuanto
menor es « (més concretamente, se atribuye mayor ‘influencia’ a los intervalos

con valores menos compatibles con los nimeros fuzzy involucrados);
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» Si @ = B(p,1) con p >> 1 se asigna mas ‘importancia’ a un a-nivel cuanto
mayor es « (mas concretamente, se atribuye mayor ‘influencia’ a los intervalos

con valores mas compatibles con los nimeros fuzzy involucrados).

La verificacién de las propiedades métricas de la (W, ¢)-distancia se analiza en

el resultado siguiente.

Proposiciéon 1.2.3. Sea W una medida de ponderacion normalizada en el espacio
([0,1], Bjo,1y) formalizada como una medida de probabilidad asociada a una distribu-
cion no degenerada, y sea @ una medida de ponderacion normalizada en el mismo
espacio ([0,1], Byp,y) formalizada como una medida de probabilidad asociada a una
funcion de distribucion absolutamente continua y estrictamente creciente en [0, 1].
La aplicacion DY, : F.(R) x F.(R) — R define una métrica sobre F.(R).

Demostracion. En efecto, dado que:
» No negatividad: trivial por la definicién de Dy,
» Simetria: trivial por la definicién de Dy,

= Desigualdad triangular: a partir de la aplicacion de la desigualdad integral de

Minkowski para la 2-norma, cualesquiera que sean U , ‘N/, T e Fe(R):

DU, V) = \/ /[0’1] [ /[071] o8 - f/oEt]f AW (1)] de(e)

- V S L (@ =T - (T = V) aw )] ()
< J /[] { /H T8 — T aw (1)] de(a)

+ \/ /[0 . | /[0 . T - W]f dW (t)] dp(a) = D§(U, T) + Di (T, V).

= Indistinguibilidad: si para ciertos U,V € F,(R) se cumple que D%f’v(ﬁ, V) =0,

entonces, como W se ha supuesto que es una distribucion no degenerada:

DR(U.V)=0 & DGOV =0 & | |0] — V[ aw(r) = o,
0,1

Como, ademas, ¢ esta asociada con una distribucién absolutamente continua
y el argumento de la integral es continuo por la izquierda para o € (0, 1]
y continuo por la derecha para a = 0, entonces, para todo « € [0, 1] debe

cumplirse que /[0 ; ‘ﬁg] — Viﬂf dW (t) = 0.
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~ -2
Para un « € [0, 1] arbitrario, la igualdad anterior implica que ’Ug} — Va[t]‘ se
anule c.s. [W], de modo que puede garantizarse la existencia de dos valores
_ . 2
t1(a),ta() € [0,1] con t1(a) < ta(a) y tales que ‘Uc[fl(o‘)] — VOE“(O‘)}‘ =0y

‘ng(a)} _ f/cgtz(a)}f = 0, es decir:

t1(a)(inf(Uy) — inf(V,)) + (1 — t1(«))(sup(Uy) — sup(V4,)) =0

9

to()(Inf(Uy) — inf(V4,)) + (1 — to(a)) (sup(Uy) — sup(Va)) =0

siendo la unica solucion de este sistema

inf(U,) = inf(V,,), sup(U,) = sup(V,),

que indica U, =V, para todo « € [0, 1], de donde se concluye que U=V. O

La métrica Dy, admite expresiones equivalentes que en determinados estudios
resultan mas tutiles y manejables. La expresion considerada hasta el momento, que
sigue la definicién original de Bertoluzza et al. [3], es la més sencilla de interpretar
en términos de la eleccion de W para ponderar las distintas combinaciones lineales
convexas de los extremos de los a-niveles (que pueden hacerse corresponder biuni-
vocamente). Sin embargo, desde una perspectiva computacional, como con fines de
simulacion e incluso para desarrollos tedricos algunas versiones equivalentes suelen
ser mas apropiadas. En Casals et al. [6] se detallan estas equivalencias.

Como ocurre eventualmente en Matematicas, una de esas versiones equivalentes
de la métrica consiste en una particularizacion que la caracteriza. De este modo,
Dy, puede caracterizarse totalmente (ver Bertoluzza et al. [3], Lubiano et al. [29])
mediante la métrica Dy}, donde W) es una medida de probabilidad asociada a una
distribucién discreta con soporte en los dos extremos, 0 y 1, y un punto intermedio
(a menudo, 0.5). Més concretamente, denotando por A = (A1, A2, A3) con A; > 0,
A2 >0, A3 >0y A\ +Xa+ A3 =1, se define Wx(0) = Ay, Wa(tw,) = Aoy Wa(l) = A3
para cierto ty, € (0,1) (a menudo, ty, = 0.5). Se cumple, entonces, que:

D (0, 7) = ¢ o O[O = T [ = T [0 - T dgten

Que Dy, es un caso particular de Dy es evidente. La equivalencia entre ambas

se prueba a continuacion.
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Proposicién 1.2.4. Sean W y ¢ medidas de probabilidad sobre el espacio medible
([0,1], Bpo,1j) asociadas a una distribucion no degenerada y a una distribucion con-
tinua con soporte en [0,1], respectivamente. Eziste una medida de probabilidad Wy
sobre ([0, 1], Bjo1)) asociada a una distribucion discreta con soporte en un conjunto

de tres (o dos) elementos que incluye los valores 0 y 1, tal que
Dy, = DYy,

Demostracion. En efecto, si se define ty, = /[ ]tdW(t) y A= (A1, A2, A3) con
0,1

Al =

/ (t — tw)2 dW (1) / t(1 — t) dW(t) / (t — tw)2 W (2)
0.1 ay = Jo 2y = Jo

1—tw tw(l —tw) tw ’

entonces, \; > 0,Ay > 0,A3 > 0y A + X2 + A3 = 1 y, cualesquiera que sean
U,V € F.(R), se cumple que

t—t ~ _
(D /01 /01 [ 1—;;, (SUPUa_SuPVa>2
* M {tw (sup U —sup Va) + (1 — tw) (fnf U — inf V)

P 0, VQ)Q] AW (1) de(a)

W
- ~ N2
— / / {tz (sup U, — sup Va)
[0,1] J/[0,1]

+2t(1 —1t) (Sup U, — sup Va) (inf U, — inf f/a>
+(1—1)? (inf U, — nf \Zﬂ AW (1) de(a) = (D5 (0. 7))’ O

Si tw = 0.5 (como ocurre, por ejemplo, cuando W estd asociada con una dis-
tribucién simétrica con respecto de t = 0.5, lo que constituye una opcién bastante
razonable), se tiene que U] = mid U, = punto medio de U, = (inf Uy +sup Uy) /2.

Aunque elegir W es mas intuitivo que elegir el vector de ponderacion A =
(A1, A9, A3), la dltima puede ser a veces més facil de manejar. Por ello, se recogen
en la Tabla 1.1 algunas de las correspondencias entre W y A siguiendo la Proposi-
cion 1.2.4.



16 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS NUMEROS Fuzzy ALEATORIOS

W A
P p+q 4
B(p.q) <(p+q)(p+q+1)’p+q+1’(p+q)(p+q+1)>

k+2 2k—2 k+2
Uio,1/k,...,(k—1)/k,1}

6k = 3k 6k

Binomial(k, p) pk-11-—p
k kW k7 k

Tabla 1.1: Algunas posibles elecciones de A = (A1, A2, A3) basadas

en elecciones para W

Otra version equivalente de la métrica DJj, es la que mds va a emplearse en
los desarrollos de este trabajo. Esta version se basa en la representacién mid /spr
de un nidmero fuzzy. Por la representacién mid /spr va a entenderse la que de-
terminan el punto medio (centro) y la semiamplitud (radio) del a-nivel, es decir,
U, = [mid U, — spr Uy, mid U, + spr ﬁa] para todo a € [0, 1], con mid U, =
(inf U, +sup U,)/2 y spr U, = (sup U, — inf U,)/2. Conviene seialar que, a diferen-
cia de la representacién inf /sup, no existe un resultado caracterizador de un ntimero
fuzzy como el que establece la Proposicién 1.1.1 para la representacién mid /spr.
En otras palabras, y en contraste con lo que ocurre para el caso intervalar, no pue-
den determinarse condiciones necesarias y suficientes separadas para las funciones
mid y spr de manera que caractericen un nimero fuzzy (en realidad, si podrian
determinarse para spr, pero no para mid ).

Sobre la base de la métrica presentada en Gil et al. [15] para el caso intervalar
(ver también Trutschnig et al. [42] para el caso més general de valores fuzzy de

espacios euclideos de dimensién finita), se puede establecer la métrica siguiente:

Definicién 1.2.5. Sea 0 € (0,1] y sea ¢ una medida de ponderacidn normalizada
en el espacio ([0,1],Bp)) formalizada como una medida de probabilidad asociada
a una funcion de distribucion absolutamente continua y estrictamente creciente en
[0,1]. St U,V € F.(R), se define la (8, p)-distancia entre UyV como

Dg‘p(f], V)= \//[ ] <[mid U, — mid f/ar +6 [spr U, — spr ‘7&]2> dp(a).
0,1
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La equivalencia entre Dy}, y DJ se prueba a continuacion.

Proposiciéon 1.2.5. Sea ¢ medida de probabilidad sobre el espacio medible
([0,1], Bjo,1y) asociada a una distribucion continua con soporte en [0,1]. Si W es
una medida de probabilidad sobre el espacio medible ([0,1],Bpq]) asociada a una
distribucion no degenerada, entonces existe un valor Oy € (0,1] tal que Dy = DY,
Reciprocamente, si 0 € (0,1], entonces existe una medida de probabilidad Wy sobre

([0,1], Byo,1)) asociada a una distribucién no degenerada tal que Dy, = Dy.

Demostracion. En efecto, si W es una medida de probabilidad sobre el espacio me-

dible ([0, 1], Bjo,1)) asociada a una distribucién no degenerada, entonces si se definen

ty = /[ ]tdW(t) y Oy = 4/[ ](t—tw)2 dW (t), cualesquiera que sean U, V € F.(R),
0,1 0,1

se cumple que

(D;pw(ﬁ, ‘7))2 = /[0’1] ([(inf U, — inf V,)/2 + (sup U, — sup f/a)/Z}2

4 (t—tw)2dW(t) [—(inf U, — inf V,)/2 + (sup U, — sup \7&)/2}2> dp(a)

[0,1]
o ][/[ }’t(supﬁa—supf/a)+(1—t)(infﬁa—supf/a)f v (o) dpta)
0,1 0,1
= (D50, 7).

Si 6 € (0, 1], entonces si se define Ag = (0/2,1 — 0,0/2), cualesquiera que sean
U, Ve F.(R), se cumple que twy, = /[ ]tdWAe(t) =1/2y
0,1

(Dfm)(ﬁ’ f/))2 = /[071} (9 [sup U, — sup Var /2+(1—10) {mid U, — mid V,, ’

+0 [ O, — inf 7, /2) dp(a) = (D§(T,7))". O
En su versién DJ, el pardmetro 6 permite ponderar, para cada «, el efecto de la
desviacion en ‘forma’ o ‘imprecisién’ (a través de las desviaciones entre las semiam-
plitudes) frente al efecto de la desviacién en ‘posicién’. Si bien el rango de valores
de 0 podria extenderse tedricamente a (0,00), en la practica parece razonable res-
tringirse a (0, 1], de modo que para cuantificar la distancia entre dos niimeros fuzzy
no se le conceda mas relevancia a la desviacién en forma que a la desviacién en
localizacion.
En la Tabla 1.2 se recogen algunas de las correspondencias entre W' y 6 siguiendo

la Proposicion 1.2.5.
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w 0
4pq
B(p,q) (p+q2(p+q+1)
k+2
Ulor..kx11) 3k
Binomial(k, p) 4p(1 —p)
k k

Tabla 1.2: Algunas posibles elecciones de 6 basadas en elecciones para W

A continuacién se enunciaran propiedades relevantes de la métrica que va a
considerarse en el trabajo. Se formularan en su versién D, si bien podria hacerse

indistintamente en cualquiera de sus expresiones equivalentes.

Proposicion 1.2.6. Sea 0 € (0,1] y sea ¢ una medida de ponderacion normalizada
en el espacio ([0,1],Bjoqy) formalizada como una medida de probabilidad asociada
a una funcion de distribucion absolutamente continua y estrictamente creciente en

[0,1]. La métrica D} cumple las propiedades siguientes:

i) DY es invariante bajo rotaciones, es decir, D, ((—1)-U, (=1)-V) = D&, (U, V)

cualesquiera que sean U,V € F,(R).

ii) DY es invariante bajo traslaciones: D (U+T,V+T) = D§(U, V) cualesquiera
que sean T,U,V € F.(R).

i1i) Para un ¢ fijo, todas las métricas D} son topolégicamente equivalentes.

iv) (Fo(R), D) es un espacio métrico separable.

Demostracion. La comprobacion de las propiedades en i) e ii) es trivial ya que,

cualesquiera que sean o € [0,1] y T, U € F.(R), se cumple que:

mid ((=1) - U)q = —mid U,, spr((—=1)-U)q = spr U,

mid ((7 + T)a = mid U, 4+ mid T,, spr(U + T)a = spr U, + spr T,.
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» Por otro lado, para probar la equivalencia topoldgica en iii), basta con verificar

que, para todo U,V € F,(R):

En efecto, para cualquier € [0,1] y U, Ve F.(R) se cumple que, si dy es la

métrica L? definida en la Observacion 1.2.3:
o . 2 ~ ~ 12
0 [02(Uqn, Vo))" =0 - ‘mld U, — mid Va‘ +0 - ’spr U, — sprVa’
- ~ 2 ~ ~ 2
< ‘mid U, — mid Va‘ +6 - ‘SprUa - sprVa‘
< [ mid T, —mid V" + |spr O — spr V| = [62(Ta, V)P
de donde

V- 52((7a, ‘7@) < \/’ mid U, — mid Va’2 +6- ‘Spr U, — spr ‘7"‘2 < 52([7a, \7&)

Como se satisface que

2
9

52((7a, f/a) = \/’ mid U, — mid Va’2 + ‘Spr U, — spr V.,

Di(@ 0=, [0 T dte)

entonces:

» Finalmente, para verificar la separabilidad del espacio métrico (F.(R), Dy),
enunciada en v), se va a ver previamente que DY es topoldgicamente equiva-
lente a la métrica d3 definida como la p-extension de la métrica ds introducida

por Klement et al. [25] de forma que, cualesquiera que sean U,V e F.(R):

@ (0,V) = \/ /[0,1] (4T, V)] dpla),

donde dy es la conocida distancia de Hausdorff del caso unidimensional en
K(R) x K.(R) — [0,00) que, en este caso, viene dada para K, K’ € IC.(R)
por:

dy(K, K') = méx{| inf A — inf B|,|sup A — sup B|}

= |mid K — mid K'| 4 |spr K — spr K'|.
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La equivalencia topolégica deriva del hecho de que para cualquier o € [0, 1] se

tiene que

S T 2 ~ ~ 12
52(Ua, V) = \/] mid U, — mid va( + |spr Ua — spr V|

- - ~ N2
< \/(‘ mid U, — mid Va’ + ’Spl" Uy — sprVaD

= |mid Uy — mid V| + [spr Ua — spr Va| = d (Ua, Va)

y, por la concavidad hacia arriba de la funciéon cuadrado:

\/§5Q(ﬁa, Va) = 2\/;‘ mid U, — mid ‘7&‘2 + ;‘Spr U, — spr VQ‘Q

[T T T = 1)
> 2\/(2 ‘ mid U, — mid Va‘ + 3 ‘Spl“ U, — sprVaD
= ‘mid U, — mid Va‘ + ‘Spr U, — spr ‘7&’ = dH(l?a, ‘7@),

de donde se concluye que

A0 Va) _ ;= o -

En consecuencia:

d0.0) = [ [ [0 V)] dete

< Ve[ B0 V] dete) = VEDI(E.T)

s0.0) = [ [ [0 V)] dete

>\ [0 ] dete) = 2@V,

lo que garantiza la equivalencia topoldgica de df y todas las métricas Dy y
que, por lo tanto, todas las ventajas topoldgicas de dj se comparten de forma

inmediata.

De este modo, si se comprueba la separabilidad de (F.(R),d¥), quedard de-
mostrado el resultado. Se va a seguir, con esta finalidad, la demostracién dada
por Diamond y Kloeden [10] (que a su vez esta basada en la desarrollada por
Klement et al. [25]), extendiéndola al caso en que los niveles puedan ponderar-

se mediante ¢. Para dicha demostracién debe encontrarse un subconjunto del
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espacio (F.(R), d¥) que sea denso (es decir, su clausura respecto de dj coincida

con F.(R)) y sea numerable.

SiU e Fe(R)ye >0, alser U, un intervalo compacto, debe existir un recubri-
miento finito minimal de ese intervalo mediante r intervalos Q; = [a;, b;) # 0
con extremos racionales y amplitud inferior a £/4 (i.e., Uy ¢ U, Q;, con
a;,b; € Q, a; < b; y b —a; < €/4). Para cualquier a € [0, 1] arbitrario, debe
existir un subrecubrimiento minimal del a-nivel, {Q;)} C {Q:}/;, es decir,

Us C Us(a) Qi(e- Sea Vi = Uy U (Ui, Q1)

Se cumple, entonces, que

dy (ﬁo, O Qi) < i, dg ((7047 U Qi(a)) < Z, dg (Vk, O Qi) <
i=1

i(a) i=k

=] M

Siag=0y a;=supU([a;,b]) =sup{U(x) : a; <z <b;} parai e {1,...,7},
puede suponerse sin pérdida de generalidad (s6lo dependeria de un nuevo eti-

quetado de los subindices) que 0 =g < a3 < ... <@, = 1.

Se define el conjunto fuzzy (compacto) ¢ : R — [0, 1] tal que

ap sizeQi=1,...,r
¢(x) =

0 en el resto

Cualquiera que sea a € (0, 1] debe existir k € {1,...,r} tal que a € [ag_1, ag].
Si k es el mayor valor en {1,..., 7} para el que U es constante en UpU (Uf;l Qi),
se satisface que dH(ﬁa, ¢a) = du (Vi,Ui—, Qi) < 5. Ademas:

- sl a1 = a < ag, entonces

A (Ua, ¢0) < dp (ﬁak_p O Qi) =dy (VK—h O Qi) < Z;
i=k

i=k

- si a1 < a = qy, se llegaria a la misma conclusién razonando en forma

analoga.

Sia € (ag-1, ), entonces

Ay (U, ¢0) < dy (ﬁ%l, U Qi> <2max{b, —ay,...,by —a,} < g
i=k
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Si bien ¢ es un conjunto fuzzy (compacto), no es seguro que sea un nUMero
fuzzy (es decir, que sea convexo), pero si lo serd su envolvente convexa cerrada,
que se va a denotar por ¢ € Fe(R), tal que bo = ©o(¢) para todo a € [0, 1].

Se tiene ahora que:

dH(anyﬁba) = z’e?llax du ( U Qz (o) ( U Qi(ak))) < Z
i(ag)

B i(ag)

En consecuencia:

df(¢,¢) = ¢ /M |41t (bas d0)| dipl) < Z

de donde, por la desigualdad triangular para la métrica d3:

B (0,3) < dE(T,0) + E(3,6) < >
Sea M > 8(r—1)spr Uy v, si es necesario, considérese otro nuevo etiquetado de
los subindices de los a; de modo que no haya repeticiones y pueda suponerse
que 0 < a; <...<a,=1cons <r. Se considera una secuencia de subindices
racionales {f3;} tal que si a; € Q entonces 5; = «; y, en caso contrario, se
elige 5; € QN (méx{;_1,; — e2/M?},a;) y se definen los nimeros fuzzy
Y : R — [0,1] tal que:

B si 5(:6) =q
P(z) =

0 en el resto

El conjunto de los 1’s resulta numerable. Ademas:

50,0 <3\ [[ [t o) dste)
<25prUOZ<\/61 az<2

=1

Por lo tanto:
d3(U,¢) <d5(U,¢) +df (¢, ¢) <e
lo que garantiza la densidad del conjunto de los ¢’s en F.(R) respecto de dj,

y queda asi probada la separabilidad del espacio métrico (F.(R),d3) y, por lo
tanto, la de (F.(R), DY) y, de forma més general, (F.(R), Dy). =
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Se concluye esta seccién con la formalizacién de un resultado relevante desde
la perspectiva del andlisis de datos con valores de nimero fuzzy. Este resultado
indica que el espacio de los nimeros fuzzy, con la aritmética y métricas descritas y
estudiadas en esta seccién, se puede encajar isométricamente en un cono cerrado de
un espacio de Hilbert de funciones. En consecuencia, si bien la falta de linealidad
del espacio de ntimeros fuzzy con tal aritmética no determina un espacio vectorial
y esa aritmética no equivale a la aritmética funcional usual, el encaje isométrico va
a permitir una identificacion de los niimeros fuzzy con ciertas funciones del espacio
de Hilbert, de ambas aritméticas y una correspondencia entre la norma del espacio
de Hilbert y la métrica Dy .

Proposicion 1.2.7. Sea 0 € (0,1] y sea ¢ una medida de ponderacion normalizada
en el espacio ([0,1],Bjoq1)) formalizada como una medida de probabilidad asocia-
da a una funcion de distribucion absolutamente continua y estrictamente crecien-
te en [0,1]. Sea Hy := {f : [0,1] x {-1,1} = R : f € L*([0,1] x {-1,1},/ ®
Xo}. Eziste una funcion s : F.(R) — Hy y puede definirse un producto interior
(-,-) sobre Hy tales que (Hy,aritmética funcional, (-,-)}) es un espacio de Hilbert
y s determina un encaje isométrico de (F.(R),+,-,Dy) en un cono convero de

(Hy, aritmética funcional, (-, -)5).

Demostracion. En efecto, basta con considerar la funcion soporte de un ntmero
fuzzy (introducida, en un contexto mas general, por Puri y Ralescu [39], como una
extension nivel a nivel de la funciéon soporte para conjuntos compactos establecida

por Minkowski [33]), que se define como la funcién s : F.(R) — Hy con s(U) = s5)
tal que s : [0,1] x {~=1,1} = Ry

si(a, —1) = —inf U, sz(a, 1) = sup U,

para todo « € [0, 1], y el producto interior en Hy dado por

mid f(a,u) - mid g(a, u)

(f9)5 = u; o 5 do(a)
spr f(a,u) - spr g(a,u)
i euzz:l,l /[071] 2 dp(a)
donde
mid f(a, u) = floww) = fla, ~u) spr f(a,u) == fla,w) + fla, —u)

2 Y

Si se define en Hsy la norma

2

b= Wl = (= W b= ),
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se cumple que Hy con la aritmética funcional usual y dicha norma es un espacio de
Hilbert.
Ademds, cualesquiera que sean U,V € Fe(R),a €[0,1] y u € {—1,1}, se satis-

face que B
mid sz (o, 1) = —mid s5(a, —1) = mid U,
spr sg(a, 1) = pr sz(a, =1) = spr Uy,
[mid (s — s¢7) (v, u [mld U, — mid V,
[spr (s5 — s¢7)(av, )] = [spr U, — spr f/a}
de donde:

lsg — spllg = Dg (U, V).
Ademas, si k > 0 se cumplen las igualdades funcionales

Spiv = Sp TSy S = kosp
de manera que la funcién soporte establece una isometria y encaja F.(R) en un cono

convexo de funciones de H,. O

Observacién 1.2.5. La estructura no lineal conica de s(F.(R)) con la aritméti-
ca funcional se traduce, entre otros, en el hecho de que s, 5 # (—1) - sz (mas

concretamente, s o, u) = sg(a, —u)).

_1).(7(
Observacion 1.2.6. Conviene senalar que si se prescindiera de la suposicion de
compacidad de los O-niveles de los ntimeros fuzzy considerados, es decir, se consi-
deraran ntmeros fuzzy no necesariamente acotados, el tinico cambio relevante en
los resultados estudiados en esta seccion es que s(F.(R)) serfa un cono convexo y

cerrado.

Observacion 1.2.7. La Proposicién 1.2.7 confirma que, a pesar de que los niimeros
fuzzy son funciones que no pueden tratarse directamente como tales con la aritmética
funcional usual, si pueden tratarse como funciones via la funciéon soporte.

Como consecuencia, los resultados y métodos probabilisticos y estadisticos para
elementos aleatorios con valores funcionales (como el Analisis de Datos Funcionales,
en gran auge en la actualidad) podrian aplicarse al de elementos aleatorios con
valores de niimero fuzzy, que se describen en la seccion siguiente. No obstante, tales
resultados y métodos suelen asumir la estructura de espacio de Hilbert y, como se
ha sefialado, s (F.(R)) serd un cono convexo dentro de tal espacio, por lo cual no
siempre podran aplicarse si no hay garantias de que los desarrollos se producen
siempre dentro de tal cono. Cuando la aplicacion de los resultados y procedimientos
para funcionales sean muy complejos o puedan salirse fuera del cono serd necesario

recurrir a técnicas ad hoc.
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1.3. Formalizacion de los

nimeros fuzzy aleatorios

Los niimeros fuzzy aleatorios representan un modelo matematico para mecanis-
mos que generan aleatoriamente datos modelados a su vez mediante ntimeros fuzzy.
Este modelo integra la aleatoriedad asociada con la generacion de los datos y la im-
precisién asociada a la naturaleza de tales datos. En Arellano Jiménez [2] se recoge
un resumen histérico sobre este modelo, empezando por Fréchet que, en su estudio
sobre elementos aleatorios de cualquier naturaleza [14], anticip6 la formalizacién y
el desarrollo futuros de modelos y procedimientos para elementos aleatorios (en-
tendidos como funciones medibles Borel asociadas a un espacio probabilizable) con
valores en espacios métricos de indole muy diversa. Y, como ejemplos que motivaban
su afirmacion, hacia referencia a conceptos que en su mayoria podrian describirse
con la ayuda de los nimeros fuzzy. Sin embargo, cuando Fréchet anticipé esa idea,

atin no se habian introducido ni los conjuntos fuzzy, ni los nimeros fuzzy.

Féron, discipulo de Fréchet y Darmois, recuperé la idea del primero tomando
como modelo para muchos de los datos de naturaleza cualquiera, a los que se habia
referido Fréchet, los conjuntos fuzzy. De este modo, Féron [13] introdujo la nocién de
conjunto fuzzy aleatorio como modelo para los mecanismos aleatorios con valores de
conjunto fuzzy. Para su formalizacion, Féron considerd dos enfoques alternativos que,
algo después, se probaron equivalentes en condiciones muy generales. Uno de estos
enfoques seguia plenamente las ideas de Fréchet, en cuanto a definir un conjunto
fuzzy aleatorio como un elemento aleatorio (es decir, una funcién medible Borel del
espacio probabilizable asociado al experimento aleatorio de partida en el espacio de
los valores fuzzy considerados dotado con una métrica apropiada entre estos). El
otro enfoque consistia en una extensiéon nivel a nivel de los conjuntos aleatorios (que
se habfan empleado con anterioridad, entre otros, en Geometria Estocéastica [24],
si bien el primer tratamiento sisteméatico como elementos aleatorios sobre espacios

topolégicos se debi6é a Matheron [31]).

Si bien los trabajos de Féron establecieron las bases de la nocién de conjunto
fuzzy aleatorio, fueron Puri y Ralescu [40] (ver también [25, 39]) quienes acabaron
de completar su labor, especificando posibles distancias sobre el espacio de los valores
fuzzy, analizando las propiedades métricas del espacio segin la métrica adoptada, y

extendiendo el concepto de funcién soporte al espacio de los valores fuzzy.
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1.3.1. Numeros fuzzy aleatorios: definicién

Los niimeros fuzzy aleatorios son una version unidimensional del modelo de Puri
y Ralescu, con espacio de llegada en F.(R).

En [40] Puri y Ralescu consideraron el segundo enfoque esbozado por Féron, como
una extension nivel a nivel de los conjuntos aleatorios, acunando para el mismo la
denominacién de variables aleatorias fuzzy. Este enfoque, particularizado a F.(R),

se formaliza a continuacion.

Definiciéon 1.3.1. Sea (2, A) un espacio probabilizable. Se dice que una funcion
X Q — F.(R) es un nimero fuzzy aleatorio (abreviadamente NFA) asociado
al espacio de probabilidad si para todo o € [0, 1] se cumple que la funcion con valores

intervalares a-nivel, X, : Q@ = K.(R), donde para todo w € )
Xo(w) = (X (W))a

es un intervalo aleatorio compacto (y, por lo tanto, es una funcion medible Bo-

rel con la o-dlgebra de Borel generada por la topologia inducida por la métrica de

Hausdorff, dy ).

Como esta definicién solo hace referencia a la medibilidad Borel por a-niveles,
nociones como la de distribuciéon inducida por un nimero fuzzy aleatorio o la de
independencia de nimeros fuzzy aleatorios, cruciales para cualquier estudio proba-
bilistico o estadistico, no quedarian establecidas de forma inmediata. Sin embargo,
estudios llevados a cabo en la primera década del siglo XXI han verificado que exis-
ten métricas en F.(R) con respecto de las que la condicién de medibilidad nivel a
nivel en la Definicién 1.3.1 equivale a una medibilidad Borel sobre F.(R) (es decir,
se trata de un elemento aleatorio).

El resultado siguiente revisa las conclusiones principales de dichos estudios. Se
omite la demostraciéon porque algunas de las equivalencias son muy simples y otras
requeririan un examen demasiado extenso que quedaria, ademas, lejos del nivel y
del alcance de un trabajo fin de grado. Las demostraciones de las equivalencias mas

complejas pueden encontrarse en Colubi et al. [7] y Kratschmer [27].

Proposiciéon 1.3.1. Si (2, A) es un espacio probabilizable y X : Q — F.(R), las

siguientes definiciones de NFA son equivalentes a la dada en la Definicion 1.3.1:
(i) X es NFA < X es una funcion medible respecto de la o-dlgebra de Borel

generada por la topologia inducida por la métrica ds, es decir, cualquiera que
sea F C Fu(R) tal que para todo U € F existe ey > 0 tal que BdQ(ﬁ,aﬁ) =
{V e F.(R) : do(U,V) < eyt C F (de modo que F es un abierto de la
topologia antedicha) se cumple que X 1 (F)={w €N : X(w) € F} € A.
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(ii) X es NFA & X es una funcion medible respecto de la o-dlgebra de Borel
generada por la topologia inducida por la métrica D}, es decir, cualquiera que
sea F C F.(R) tal que para todo U € F existe ez > 0 tal que BD?;(&,&‘&) =
Ve Fo(R) : Df(U,V) < e} C F (de modo que F es un abierto de la
topologia antedicha) se cumple que X 1 (F)={w e Q : X(w) € F} € A.

(i1i) X es NFA < para todo o € [0,1] las funciones reales inf X, : @ — R y
sup X, : Q — R son variables aleatorias reales, es decir, medibles respecto
de la o-dlgebra de Borel generada por la topologia inducida por la distancia

euclidea en R.

(iv) X es NFA < para todo a € [0,1] las funciones reales mid X, :  — R y

spr X, : 2 — [0,00) son variables aleatorias reales.

En lo que sigue, por un NFA se entendera indistintamente y segin convenga la
nocion en la Definicién 1.3.1 o su equivalente en la Proposicion 1.3.1-ii.

La medibilidad Borel de un NFA segtin se expone en la equivalencia en la Proposi-
cion 1.3.1-72, hace posible referirse de manera immediata y rigurosa a la distribucion
inducida por un NFA| la independencia estocastica de NFAs, etc., sin necesidad de

definir estas nociones expresamente.

Definicién 1.3.2. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X : Q — F.(R)
un NFA asociado a (2, A). La distribuciéon de probabilidad inducida por X
a partir de P es la aplicacién Px : Br,g) py — [0,1] (con By, .,.p¢ la o-dlgebra de
Borel generada en F.(R) por la topologia inducida por la métrica D) tal que para

todo F € By, z) ps-
Po(F) = P(X(F) = P({fw € Q : X(w) € F})).
En particular,
Pe(0) = P ({T})) = P ({w € 2 = X(w) = T}).

Definicién 1.3.3. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sean X : Q@ — F.(R)
ey : Q — FR) dos NFAs asociados a (52, A). Se dice que X y Y son NFAs
independientes si cualesquiera que sean F, F' € BIC(R),D;" se cumple que X~1(F)
e Y Y F') son sucesos independientes en el espacio de probabilidad de partida, es

decir:

PHweQ : X(w)eF, Yw)eF})
=P{weQ: X(w) eF}) Plwe: Yw)eF}.
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Observacién 1.3.1. Si bien la distribuciéon inducida por un ntimero fuzzy aleatorio
se define de forma inmediata gracias a su medibilidad Borel, no es posible construir
una extension universalmente admisible de la nocién de funcién de distribucién para
caracterizar la distribucién inducida por un NFA. Esto se debe al hecho de que no
existe un criterio de ordenacion total entre niimeros fuzzy que sea universalmente

aceptable.

1.3.2. La media tipo Aumann de un niimero fuzzy aleatorio

Como en el caso de variables aleatorias con valores reales, la distribucién inducida
por un NFA puede resumirse a través de una serie de medidas, o pardmetros de la
distribucion del NFA. De entre ellas, la mas popular en este contexto es la media tipo
Aumann, introducida por Puri y Ralescu [40], que puede verse como una extensiéon
nivel a nivel de la media del valor esperado de Aumann para conjuntos aleatorios
o, alternativamente, puede definirse como la media de un elemento aleatorio con

valores funcionales con la ayuda de la funciéon soporte.

Definicién 1.3.4. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X : Q@ — F(R) un
NFA asociado a €I, de forma que cumple sup,cy, |z| = max{|inf Xy|, |sup Xy|} €
LY(Q, A, P) (condicién a la que suele referirse como integrabilidad acotada). Se de-

fine la media (poblacional) fuzzy tipo Aumann de X como el nimero fuzzy

E(X) € F.(R) tal que para cada o € [0, 1]:
(E(X)), = integral de Kudo-Aumann de X,

:{/Qf(w) dPW) : f: Q=R feL'(QAP), f7 e xa}.

Para ver que la Definicién 1.3.4 esta formalizada rigurosamente, va a verificarse

que (E(X))s puede expresarse de una forma mas sencilla y que constituye el a-nivel

de un numero fuzzy.

Proposicion 1.3.2. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X : Q — F(R)
un NFA asociado a €l e integrablemente acotado. Entonces, la media fuzzy tipo Au-

mann de X cumple que:
i) para cada o € [0,1]:
(E(X))q = [E(inf X,), E(sup X,)].

i) E(X) determina, efectivamente, un nimero fuzzy.
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Demostracion. En efecto, va a probarse la equivalencia de la Definiciéon 1.3.4 con
la que establece el resultado en i) y, posteriormente, se verificard que los (E(X)),

configuran un ntimero fuzzy.

= Cualquiera que sea o € [0,1], si € (E(X))a, la Definicién 1.3.4 garantiza

cs|P
que existe f, G[ : Xy, fo € LYQ, A, P), tal que x = /fx(w) dP(w). Ademas,
Q

c.s [P]
f. € X, asegura que

) ) c.s [P] c.s [P]
infAX, <infx, < f, < supd, <supdy,

c.s [P] c.s [P] i i
—sup Ay < —supk, < —f, < —infXx, <—infAp,

de donde
| inf X, |<max{— inf Xy, sup Xy} < méax{|inf Xp|, | sup Ay},

| sup X, |<max{—inf Ay, sup Ay} < méax{|inf Ay|, | sup Ao|},

eslPl s
Ifs] < max{—inf Xy, sup Xy} < max{|inf Xy|, |sup Ao|},

por lo que se concluye que inf X,,sup X,, fs € L'(, A, P) y

it Xa(w) dP) < [ fow)dP@) < [ sup o)
es decir, x € [E(inf X,), E(sup &,,)].
Por otro lado, si x € [E(inf X,,), E(sup &,)], debe existir un A, € [0, 1] tal que
T =N E(supX,) + (1 —X;) - E(Inf &)
= [ P sup Xafw) + (1= \) - inf X, ()] dP(w).
Como [A;-sup X+ (1—\,)-inf X,] € LY(Q, A, P) y la funcién [\, -sup X, (w)+

(1= X,) - inf X, (w)] € X,, se tiene que x € (E(X)),.

En consecuencia, el resultado en i) queda probado.

» Para demostrar ii), hay que probar que E (X) es un nimero fuzzy. Para ello
va a hacerse uso de la representacion inf/sup de un nimero fuzzy de la Propo-
sicién 1.1.1, considerando las funciones de variable real L, R : [0,1] — R tales
que:

L(a) = E(inf X,) = /Q inf X, (w) dP(w),

R(a) = E(sup X,,) = /qup Xo(w) dP(w)

y verificando que (L, R) es la representacién inf/sup de un ntimero fuzzy. En

efecto:
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o Ly Rson continuas por la izquierda para a € (0, 1]. Asi, si a € (0, 1] se fi-
ja arbitrariamente, sea {a, }, una sucesién monétona creciente de valores
en (0, 1] tal que v, 1 ag. Dado que, por hipdtesis, max{|inf Xp|, | sup Xy|} €

LY(Q, A, P) y que, como se vio en la demostracion de i), se cumple que
| Inf X, | < méx{|inf Ap|, | sup Ap|},

| sup Xy, |< méx{|inf Ay, | sup Ap|},

las sucesiones de funciones (variables aleatorias reales) {inf X, }, vy
{sup X,,, }n» se encuentran dominadas por max{|inf Xy|, | sup Xp|}, lo que
asegura su integrabilidad y permite aplicar sobre ellas el Teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue. Como, segtin se estudié en la Propo-
sicién 1.1.1, cualquiera que sea w € (2 se satisface que lim,, 1o, Inf X, (w) =
inf X, (w) y limg, 10, SUP Xa, (W) = sup Xy, (w), se concluye que:

lim L(a,) = lim E(inf X, (w))

anTag anTao

— lim [ infX,, (v) dP(w) = / lim inf X, (w)] dP(w)

antao JQ Q [anTOéo
:/ﬁﬂ&M@dey:Emm%JM):Lm@
Q

Analogamente, se concluye que:

lim R(w,) = lim E(sup X,, (w))

antao anTag

= alggo | sup X, (W) dP(w) = /Q [aljgllo sup Xy, (w)} dP(w)

= [ sup X (@) dP(w) = B(sup Xuy(w)) = Rlao)

o Ly R son continuas por la derecha en o = 0. Asi, sea {«,, }, una sucesién
mondétona decreciente de valores en (0, 1] tal que «, | 0. Basta repetir el
razonamiento precedente para demostrar la continuidad por la izquierda,
y se concluye que:

lim L(a,) = L(0), lim R(«a,) = R(0).

anl0 anl0

o L es obviamente no decreciente, ya que si a, a’ € [0, 1] con a < o’ enton-
ces, para todo w €  se tiene que inf X, (w) < inf X,/ (w), y la monotonia

de la integral garantiza que

u@:émxmwm@géM%@wmm:uw.
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Y R es obviamente no creciente, ya que si o,/ € [0,1] con a@ < o’
entonces, para todo w € , se tiene que sup X,(w) > sup Xy (w), v la

monotonia de la integral corrobora que
R(a) = / sup X, (w) dP(w) < / sup Xy (w) dP(w) = R(c).
Q Q

o Finalmente, se comprueba que L(1) < R(1), ya que cualquiera que sea
w € Q se tiene que inf X (w) < sup X} (w), por lo que la monotonia de la

integral confirma que
L(1) :/Qinf)(l(w) dP(w) S/qup?c'l(w) dP(w) = R(1). O

La media fuzzy tipo Aumann de un NFA puede definirse de una forma equivalente

mediante la funcién soporte.

Proposicién 1.3.3. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X : Q — F(R)
un NFA asociado a él e integrablemente acotado. Entonces, la media fuzzy tipo Au-

mann de X cumple que cualesquiera que sean o € [0,1] yu € {—1,1}:

SE(X)(CY, u) = E(sx(a,u)).

Demostracion. En efecto:

S (1) =sup (B(X)) = E(sup Xy) = E(sx(a,1)),
Si (@ —1) = —inf (E(X)) = B(=inf X,) = E(sx(a, -1)). O

Observacion 1.3.2. El segundo miembro de la igualdad en la Proposicién 1.3.3
podria expresarse alternativamente en términos de un concepto mas general de es-

peranza sobre espacios lineales normados, como Hs, la llamada integral de Pettis.

El operador media tipo Aumann de ntmeros fuzzy aleatorios conserva las pro-
piedades mas relevantes de la media de variables aleatorias con valores reales, como

se ve a continuacién.

Proposicién 1.3.4. La media tipo Aumann de un NFA es coherente con la aritméti-
ca fuzzy basada en el principio de extension de Zadeh. Mds concretamente, si X es un
NFA discreto integrablemente acotado, es decir, que X (S2) e 1] {Z1,... T, ...} C
F.(R), con distribucion de probabilidad (inducida) P(X = %;) = P({w € Q

X(w) = T;}), entonces:
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En particular, si X es un NFA asociado a un espacio de probabilidad (2, A, P)
y su distribucion es degenerada en el niumero fuzzy U e F.(R), i.e., X eI U,
entonces E(X) =U.

Por otro lado, también en particular, si una muestra de individuos (w1, ..., wy)
lleva asociada a través de un NFA X una muestra de datos fuzzy &, = (X (w1),. ..,
X(wn)) = (T1,...,Tpn), la media (muestral) de tipo Aumann es el nimero
fuzzy ®,, tal que para todo o € [0, 1]

@Edo= (= (@4 7)) = [1 S 0f(F ), - sup(@)al -
n a N i=1 N i=1

Demostracion. En efecto, si X'(2) ey {Z1,... T, ...} CF(R)y P(X =17;) =

{w € Q : X(w) = 7;}), para cualquier a € [0, 1] la variable aleatoria real inf X,

tomaré los valores (repetidos o no) inf(Z;),, con probabilidades P(X = Z;), de donde:

inf (B(X)) =E(inf X,)=P(X = &) - f(@)a + .. + P(X = Fp) - f (F)a + -

67

:inf<P(X:g~c1)-fl+...+P(X:fm)-a?m+...>

«

y la variable aleatoria real sup X, tomaré los valores (repetidos o no) sup(z;), con

probabilidades P(X = Z;), de donde:
sup (E(X)) =E(sup Xo)=P(X = &1) -sup(F1)a+. ..+ P(X = Fn) - Sup(@n)a+ - -

:sup(P(X:ffl)-:f1+...+P(X:§5m)-§5m+...>. H

Proposicién 1.3.5. La media tipo Aumann de un NFA es invariante bajo transfor-
maciones afines en F.(R), i.e., si X es un NFA integrablemente acotado, k € R y
Ue Fe(R), entonces, supuesta considerada la aritmética fuzzy basada en el principio

de extension de Zadeh:
Ek-X+U)=k-E(X)+U.

Demostracion. La aritmética fuzzy basada en el principio de extension de Zadeh

asegura que, cualesquiera que sean « € [0, 1], Ue F.(R) y k € R, se cumple que:
X+ )a=X+Us, (k- X)o=k- Xy,
por lo que
(E(k-Xx+0)) = [E(inf (k- Xo + Ua)), E(sup (k- Xo + Ua))]
= [E(inf(k - X)) +inf Uy, E(sup(k - X)) + sup Ua}

Separando los dos casos posibles, en funcion del signo de k, se satisface que:
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m sik>0:
(E(k-X+0)) = [E(k-inf X,) + inf Uy, E(k - sup Xa)) + sup Us |

= |E(k - inf X,), E(k - sup &,))| + | inf Ua, sup U,
= |k B(inf X,), k- E(sup &,))| + | inf Ua, sup U |
= k- [B(inf &), E(sup X,)| + [ inf U, sup U,
— k- (BE(X)) +Ua=(k-EX)+0) ;
= sik<O:
(E(k-X+0)) = |BE(k-supX,) + inf Uy, B(k - inf X,)) + sup Us

= [E(k -sup X, ), E(k - inf Xa))} + {inf U,,sup ﬁa}
= [k - E(sup X,), k - E(inf Xa))} + {inf Uy, sup ﬁa}
=k- [E(inf X,), E(sup Xa)} + {inf U,,sup Ua}
= k- (E(X)) +Ua=(k-EX)+0) . O
Proposiciéon 1.3.6. La media tipo Aumann de un NFA es aditiva, i.e., si X e¢)

son NFAs asociados al mismo espacio de probabilidad e integrablemente acotados,

entonces:

E(X +Y)=E(X)+EQ).

Demostracion. Razonando de forma similar a la proposicién anterior,cualquiera que

sea a € [0, 1]:

(E(X)+EQY)) = [E(inf (X +Y),), Esup (X +),)]

= |[E(inf X, + inf Y, ), E(sup Xo + sup Va)|
= |E(inf X,) + E(inf Vo), E(sup Xa) + E(sup Ya)| =
= |E(inf X,), E(sup X,)| + [E(inf V), E(sup Va)|
— (E(X))a + (E(y))a = (E(x)+ E(y))a. O
Una forma de corroborar que la media tipo Aumann de un NFA es, en efecto,
una medida de la tendencia central o localizacién de su distribucién es comprobar

que se trata de la esperanza de Fréchet en relacién con la métrica tipo L? que se

considera en este trabajo, es decir, Dy .
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Proposicién 1.3.7. Sea X un NFA integrablemente acotado. Cualesquiera que sean
6 € (0,1] y ¢ una medida de ponderacion normalizada en el espacio ([0,1], Bjo 1))
formalizada como una medida de probabilidad asociada a una funcion de distribucion
absolutamente continua y estrictamente creciente en [0,1], E(X) es el valor esperado
Dy -Fréchet, i.e.,

E(X) =arg_min E([Df(Xx,0)?).

UeF.(R)
Por lo tanto, la media tipo Aumann de un NFA es el niumero fuzzy que hace minima

la media de las distancias D§ al cuadrado respecto de la distribucion del NFA.

Demostracion. En efecto, el resultado en la Proposicion 1.3.2.7 permite expresar de
forma inmediata la media tipo Aumann en términos de la representacién mid /spr,

de manera que cualquiera que sea « € [0, 1]:

_ inf (E(X)) +sup (E(X))

mid (E(X)) = 3 ]
_ Elinf %) + E(supXo) _ iy
: o))
i sup (E(X)) —inf (E(X
o (), - p (E( ))QQ (BE)),
:ﬂwwm;Eww%ﬂzmwnm-

Por otro lado, como la media de una variable aleatoria real es el valor en el que
se alcanza el minimo de la media de las distancias euclideas al cuadrado entre los

valores de la variable y un valor fijo, cualquiera que sea U € F.(R) se tiene que:

/Q [ mid X, (w) — mid U] dP(w) > /Q [mid X, (w) — B(mid X,)] dP(w),

/ {spr Xy (w) — spr (7@}2 dP(w) > / [spr Xy (w) — E(spr XOC)}2 dP(w).
Q Q
En consecuencia:

E([Df(x,0)P)

[
= / /[0 ; mld X Uar + {spr Xo(w) — spr ﬁa]2> dp(a) dP(w)
_AM‘MMV mid O] + 0] spr Xa(w) — spr 0] ") dP(w) dp(a)
> /[0,1]/9 mid Xo(w) — E(mid &, }2 + Q[Spr X, (w) — E(spr Xa)]2> dP(w) dp(a)

_ / /[01] ([mid X, (w) - mid (Ex)) ]

+6]spr Xa(w) —spr (E(X)) ] )dg(a) dP(w) = E([D{(X, E(X)?). O
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Por ltimo, conviene subrayar que la media tipo Aumann satisface leyes fuertes
de los grandes niumeros para la mayoria de las métricas que se pueden considerar
en F.(R). La ley para Dj se resume a continuacién y se basa en los resultados en
Colubi et al. [9] (ver también, por ejemplo, Molchanov [35]). Establece que, usando
dicha métrica, la media tipo Aumann de un NFA es el limite casi seguro de la ‘media
fuzzy muestral’. La demostracién se omite por resultar demasiado extensa y no ser
crucial para el trabajo; ademas, precisa diversos conceptos y desarrollos de apoyo y
a un nivel, unos requerimientos formativos y un alcance muy por encima del de un

trabajo fin de grado.

Proposicion 1.3.8. Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad, X : Q — F(R) un
NFA asociado e integrablemente acotado y {Xn}n una sucesion de NFAs indepen-
dientes e idénticamente distribuidos que X. Si X,, denota la media fuzzy muestral
%—i-()\ﬁ—i—...%—k’n), entonces

c.s.:[P]

lim D (&,, E(X)) 0.

n—oo

1.4. Algunos métodos del analisis de datos fuzzy

El andlisis estadistico de datos fuzzy tiene, al igual que el de datos de cualquier
naturaleza, dos objetivos principales:
= describir el comportamiento de los niimeros fuzzy aleatorios en las muestras
disponibles y
» extraer conclusiones sobre el comportamiento poblacional de los niimeros

fuzzy aleatorios sobre la base de la informaciéon muestral disponible.

Siempre intentando generalizar la metodologia seguida para el tratamiento de
datos numéricos, es inmediato detectar varias diferencias importantes que se tradu-
cen en carencias e inconvenientes a la hora de los desarrollos metodologicos. Entre
ellas, deben citarse:

v" la no existencia de una operacién ‘diferencia’ entre ntimeros fuzzy que conserve

la estructura lineal,

v’ la no existencia de un orden universalmente aceptable entre ntiimeros fuzzy,

v la falta, hasta el momento, de modelos realistas y adecuados que se ajusten
bien a las distribuciones de los NFAs y

v la falta, hasta el momento, de resultados tipo Teoremas del Limite Central
para NFAs que puedan emplearse directamente para extraer conclusiones in-

ferenciales.
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Teniendo en cuenta esas limitaciones, desde hace cerca de dos décadas se han
empezado a desarrollar diversos procedimientos inferenciales con datos fuzzy. Para
evitar las deficiencias que acaban de apuntarse, las herramientas clave han sido las

siguientes:

» La aritmética fuzzy, las métricas apropiadas entre datos fuzzy y el concepto de
numero fuzzy aleatorio, que permiten, a través de la funciéon soporte, encajar
isométricamente el espacio de los niimeros fuzzy en un cono convexo de un

espacio de Hilbert de funciones reales.

= La aproximacion de resultados probabilisticos para espacios generalizados, co-
mo el Teorema del Limite Central boostrap para elementos aleatorios con
valores en espacios de Hilbert. La incorporacion del bootstrap salva asi el pro-
blema que podria entrafiar la estructura coénica si se aplicara directamente el
Teorema del Limite Central para elementos aleatorios con valores en espacios
de Hilbert. Este ultimo garantiza que todos los desarrollos se realizan en el
espacio de Hilbert de funciones Hly, pero no necesariamente dentro del cono,
en cuyo caso las conclusiones no serian validas al aplicarlas sobre datos fuzzy.
Sin embargo, la aproximacién bootstrap del Teorema del Limite Central basa
todos sus desarrollos en medias muestrales que si toman valores sin salirse del

cono.

= Pueden particularizarse procedimientos del Analisis de Datos Funcionales para
datos fuzzy siempre que, tanto durante el procedimiento como en su resultado
final, ningtin desarrollo pueda salir fuera del cono en el que se encaja el espacio

de los datos considerados.

= Alternativamente, y si la estrategia tltima falla, pueden construirse procedi-

mientos ad hoc para datos fuzzy.

Es crucial, en este punto, reseniar las dos fortalezas principales de esta metodo-

logia:

A Existen fundamentos matematicos solidos que apoyan y aseguran el rigor pro-
babilistico necesario: encajes isométricos en espacios de Hilbert, medibilidad

Borel, etc.

A La complejidad matematica subyacente apenas afecta a la sencillez de compu-
tacion y al uso practico de la metodologia, que puede aplicarse por usuarios
sin una formacion demasiado especializada a través de programas que se van

desarrollando en R y en MatLab.
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De hecho, es muy posible que el empleo de los nimeros fuzzy aleatorios y de la
metodologia de analisis estadistico basada en ellos fuera bastante mas popular si los
usuarios potenciales fueran conscientes de esto ultimo.

A dia de hoy, se han desarrollado varios métodos para el andlisis estadistico de
datos fuzzy. En lo que se refiere a las técnicas inferenciales, pueden citarse: estimacion
y contrastes de hipétesis para las medias tipo Aumann, estimaciéon y contrastes
de hipotesis para las varianzas tipo Fréchet, estimacién y contrastes de hipdtesis
para indices de desigualdad o dispersién relativa (fuzzy y reales), estimacién de
pardmetros de modelos lineales, etc. En Blanco-Ferndndez et al. [4, 5] y Lubiano
et al. [30] puede verse una revisién acerca de estos problemas estadisticos y las
propuestas para su resolucion.

En este trabajo se va a recurrir al andlisis inferencial de la media tipo Aumann de
un NFA en dos situaciones concretas, de modo que en esta seccion van a recordarse
unicamente los procedimientos de contraste de hipotesis sobre la media tipo Aumann
del caso unimuestral y de contraste de la igualdad de medias tipo Aumann bimuestral
para NFAs ligados (i.e., dependientes). Ademas de formular los resultados teéricos,

se van a presentar los algoritmos que aproximan tales resultados.

Proposicién 1.4.1. Sea X un NFA integrablemente acotado. Sean cualesquiera
0 € (0,1] y ¢ una medida de ponderacion normalizada en el espacio probabilizable
([0,1], Bpo,1j) formalizada como una medida de probabilidad asociada a una funcion
de distribucidn absolutamente continua y estrictamente creciente en [0, 1]. Para con-
trastar la hipdtesis estadistica Hy : E(X) = U € F.(R) al nivel de significacion
nominal s € [0,1] sobre la base de una muestra aleatoria simple (Xy,...,X,) (es
decir, las X; son independientes e idénticamente distribuidas que X ), se considera
como poblacion bootstrap {Xy,..., X} y (X], ..., X)) es una muestra bootstrap a
partir de esa poblacion. Hy debe rechazarse al nivel ¢ st

i (%.0)|

T, = —
Sa

> Ze

donde z. es el percentil de orden 100(1 — <) de la distribucion del estadistico
2 —_ _ _

bootstrap T = [D;P(X;, Xn)] /S;kl2 con Sz = Y, [D;f’()(i,?(n)r/(n - 1),

— — —\12

Xr=(1/n)- (X + ...+ X)) y S32 =i, DX X7)| /(n—1).

Demostracion. En efecto, el resultado se deriva de forma directa a partir de las

conclusiones asintoticas en Korner [26] y de la aproximacién bootstrap del Teorema

del Limite Central para elementos aleatorios generalizados (mas concretamente, con
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valores en espacios de Banach separables), establecido por Giné y Zinn [16], segtiin
se recogié en Gonzélez-Rodriguez et al. [20] como extensién del caso discreto de
Montenegro et al. [36]. O

El contraste bootstrap precedente puede aplicarse algoritmicamente como sigue.
Supuesto que &, = (Z1,...,T,) es una muestra de observaciones independientes a
partir del NFA X

Paso 1: Se calcula el valor del estadistico de contraste, T,,, para la muestra de datos
fuzzy inicial:
1 " 2
{D;ﬂ (n-(%1+...+fn),U)
n 1 n

Z[Df(%i,;~(fl+...+§n))

=1

3 -

n—1
Paso 2: Se fija la poblacion bootstrap, {Z1,...,T,}.

Paso 3: Se obtiene una muestra de observaciones independientes de la poblacién

boostrap, & = (z7,...,T}).
Paso 4: Se calcula el valor del estadistico para la muestra bootstrap,
1 1 2
D“"<~ +...+x], -7 +...+5n>
(s AR |
n 1 n

~* 1 ~* %
712 [DG@ (131'7” (7] +"'+xn>>

n—15

2

Paso 5: Se repiten los Pasos 3 y 4 un ntimero muy grande de veces, B, para ob-
tener un conjunto de B estimaciones (valores de T)F) que se denotard por
{t1,..., 5}

Paso 6: Se halla el p-valor boostrap, que corresponderé a la proporcion de veces que

{t:,...,t5} es mayor que el valor de T,, para la muestra inicial.

Proposicién 1.4.2. Sea (X,)) un conjunto fuzzy aleatorio bidimensional asocia-
do a un espacio de probabilidad (2, A, P) (que serd una funcion (X,Y) : Q@ —
Fe(R) x Fe(R) tal que sus a-niveles sean conjuntos compactos y converos no va-
cios de R?), 6 € (0,1] y ¢ una medida de ponderacién normalizada en el espacio
([0,1], Bpo,1) formalizada como una medida de probabilidad asociada a una funcion
de distribucidn absolutamente continua y estrictamente creciente en [0,1]. Para con-

trastar la hipdtesis estadistica Hy : E(X) = E(Y) al nivel de significacion nominal

¢ € 10,1], sobre la base de una muestra aleatoria simple ((Xl,yl) - (Xn,yn)>, se
considera como poblacion bootstrap {(é\,’l, Vi)..., (&, yn)} Yy ((X, V)i (X, y);‘;),
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denotada alternativamente por ((Xl*, Vi) (X, y;;)), es una muestra bootstrap a

partir de esa poblacion. Hy debe rechazarse a ese nivel si
12
D7 (%.7%),

Iy == D
;Pﬂ%+%yﬁ%ﬂ

: >z
n
donde z. es el percentil de orden 100(1—¢) de la distribucion del estadistico bootstrap

[D X*+yn,y*+x )r

1
n

n 2°
> |5 (A + V0 Y; + %)
i=1

Demostracion. El resultado se deriva de forma algo mas compleja y la demostracion
se omite porque requerirfa la incorporaciéon de nociones (como la covarianza de
dos NFAs, etc.) para derivar la distribucién asintética del estadistico (ver Gonzélez-
Rodriguez et al. [19]) y de la aproximacion bootstrap del Teorema del Limite Central

para elementos aleatorios generalizados establecido por Giné y Zinn [16]. [

El contraste bootstrap precedente puede aplicarse algoritmicamente como sigue.
Supuesto que (&,Y), = ((%1, U1), -y (T, ﬂn)) es una muestra de observaciones in-

dependientes a partir del conjunto fuzzy aleatorio (X))

Paso 1: Se calcula el valor del estadistico de contraste, T;,, para la muestra de datos

fuzzy inicial:

1 2
-(§1+...+gn)]
n

12 ~ 1 o 1 _ 2
Z[Df(xmL~(y1+...+yn),yi+-(xl—i-...—i-xn))]
n= n n

1 -
{Df(n-(xl—i—...—l—xn),

n

Paso 2: Se fija la poblacién bootstrap,

{(@,90), -5 (0, Un) } -

Paso 3: Se obtiene una muestra de observaciones independientes de la poblacién

boostrap, (&, 9): = ((fl,gl)*, o (:%n,gn)*), cuyas componentes denota-
remos alternativamente por ((f’{,ﬂf), ce (%Z,@’;)), denotando asi mismo
x, = (T5,..., 2 ) ey = (Ut,...,0).

Paso 4: Se calcula el valor del estadistico para la muestra bootstrap,

— 1 = L _ 2
[D;"(mfﬂ—n-(y1+...+yn),yn—|—n-(x1+...+$n)>}

*_
T ;.

l$ 7k 1 v ~ ~% 1 ~ ~
S[op(E+t @ rmm e G em)
ni— n n
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Paso 5: Se repiten los Pasos 3 y 4 un nimero muy grande de veces, B, para ob-
tener un conjunto de B estimaciones (valores de T)*) que se denotard por
{t1,...,th}.

Paso 6: Se halla el p-valor boostrap, que correspondera a la proporcion de veces que

{t:,...,t5} es mayor que el valor de T,, para la muestra inicial.

Observacion 1.4.1. Es importante resaltar que el p-valor mantiene la interpreta-
cion intuitiva del contraste con datos reales, es decir, es un indicador de la idoneidad
de la hipotesis nula (esto es, de lo sostenible que es) a la vista de la informacién
muestral disponible, en el sentido de que cuanto menor sea el p-valor, se dispondra

de mayores evidencias en contra de dicha hipotesis.



Capitulo 2

Fuzzificacion caracterizadora de la
distribucion de variables aleatorias

reales. Aplicaciones

En este capitulo se estudia la aplicacién del valor esperado tipo Aumann presen-
tado en la seccién anterior para caracterizar la distribucion de una variable aleatoria
real. Mas concretamente, se comienza introduciendo la idea de fuzzificacion de una
variable aleatoria real y se examina un ejemplo sencillo, como es el de la fuzzificacion
triangular. En este examen se comprueba que, aunque es efectivamente una forma
simple de fuzzificar valores reales, no resulta ttil para las aplicaciones que van a

incluirse dentro del capitulo.

2.1. Fuzzificacion de una variable aleatoria real.

Fuzzificacion caracterizadora

Por un proceso de fuzzificacion va a entenderse en este capitulo un proceso
que convierte una cantidad precisa (con valores de ntimero real) en una cantidad
imprecisa (con valores de nimero fuzzy). Ademés, va a denominarse fuzzificador a
una aplicacion que asocia a cada elemento de un conjunto (en particular, a cada

nimero real) un conjunto fuzzy sobre R (en particular, un nimero fuzzy).

Cuando se realiza la composicion de un fuzzificador con una variable aleatoria
real, se va a hacer referencia a la terminologia de fuzzificacion o representacion fuzzy

de una variable aleatoria real.

41
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Definicién 2.1.1. Sea X : Q — R una variable aleatoria real asociada al espacio de
probabilidad (2, A, P) y sea v : R — F.(R) un fuzzificador que asocia a cada valor
r € R el nimero fuzzy v(x) € Fe(R). Se supondrd que vy es una funcion medible
Borel respecto de las o-dlgebras Bps en F.(R) y Bg en R.

Se define la y-fuzzificacion /representacion fuzzy X como el nimero fuzzy

aleatorio:

voX:Q— F.(R)
w = (X (W),

Como ilustracion de una fuzzificacion de una variable aleatoria puede considerar-
se la que recurre a un fuzzificador triangular (ver, por ejemplo, Hajian y Styles [21]),

similar a la que se recoge en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.1.1. [FUZZIFICACION TRIANGULAR BALANCEADA] Sea X : 2 — R una
variable aleatoria real discreta finita asociada al espacio de probabilidad (€2,.4, P)
cuya funcién de probabilidad puede resumirse por {(z;, p;)}¥_,, donde los puntos z;
se suponen ordenados de forma creciente y con distancia d constante x; = x;_1 + d
(1 =2,...,k) entre cada dos valores consecutivos.

En este caso, una posible fuzzificacion de la variable X es la representacion fuzzy
triangular de X dada por el NFA v7(X) con ‘funcién de probabilidad’ (inducida)
{(Z;, p;) }r_,, donde:

w T = yp(zq) = Tri(xy, 21,21 + d),

w T =yp(zy) = Tri(z; —dy g,z + d), i =2,... 0k — 1,

T = ’)/T(Q}‘k) = Trl(.rk - d, xkaxk>'

La Figura 2.1 muestra graficamente la fuzzificacion triangular para k = 4.

X1 Xo X3 Xa

Figura 2.1: Fuzzificacion triangular del ejemplo para k = 4
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Esta representacion resulta til en muchos contextos, como en los llamados con-
juntos de términos lingiiisticos balanceados o jerarquias lingiiisticas o semanticas
(ver, por ejemplo, Herrera y Martinez [22]), que se emplean frecuentemente como
una especie de proceso de codificacion fuzzy de los valores o etiquetas de una escala
tipo Likert, alternativo a los procesos mas usuales de codificacién numérica.

Sin embargo, en un estudio llevado a cabo por Colubi y Gonzalez-Rodriguez [§]
sobre la caracterizacion de la distribuciéon de una variable aleatoria real mediante
la media tipo Aumann de su fuzzificacion triangular, se ha comprobado que tal

posibilidad no es viable, como prueba el resultado siguiente.

Proposicién 2.1.1. Sea X : 2 — R una variable aleatoria real discreta asociada al
espacio de probabilidad (2, A, P) y cuya funcion de probabilidad pueda resumirse por

{(zs,p:)}r_,, donde los puntos x; se suponen ordenados de forma creciente. Entonces:
v sik <4, la media tipo Aumann de su fuzzificacion triangular segin lo indicado
en el Ejemplo 2.1.1, E(VT(X)), caracteriza la distribucion de X ;

» si k>4, la afirmacion anterior no es valida.

Demostracion. En efecto, si k = 4 supongamos que existe otra variable aleatoria
real discreta X* con funcién de probabilidad {(z;,p*)}5, v tal que E(yp(X)) =

E(yr(X*)). Dado que la representacion fuzzy es triangular, los valores esperados

anteriores también seran ntimeros fuzzy triangulares. Precisando mas:

E(vr(X)) = E(yr(X™)) < Tri(ax, bx,cx) = Tri(ax-, bx+, cx-)

con

3 3
ax = T1p1 + Z(% —d)p; + (x4 — d)ps, ax- = x1p] + Z(Iz —d)p; + (x4 — d)pj,

i=2 i=2
3 3
bx = 21p1 + Y Tipi + Taps, bx+ = T1p} + > aip; + TP,
i=2 i=2

3 3
cx = (x1 +d)p1 + z:(an‘Z +d)p; + xaps, cx+ = (1 +d)p] + Z(% + d)p; + zipy,
i—2 =2

de donde:

(p2 —p5) + (ps —p5) + (P2 —pj;) =0

z1(p1 — p}) + x2(p2 — p3) + x3(ps — p3) + xa(ps — pi) =0
(pr—p}) +(p2—p5) + (s —p3) =0

(pr —p}) + (2 —05) + (s —p5) + (P2 —p;) =0
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Este sistema es compatible determinado y su tnica solucién es p; = p} para todo
i€{1,2,3,4}.

En el caso k < 4 se obtendria el mismo resultado razonando en forma analoga.

De igual forma, puede comprobarse que en el caso k > 5 el sistema correspon-
diente seria compatible indeterminado y, por tanto, no caracterizaria la distribucion
de la variable. O

Tratando de generalizar la idea de representacion fuzzy que caracterice la distri-
bucién de una variable aleatoria real cualquiera (y no sélo discreta con cuatro valores
prefijados) mediante la media tipo Aumann de una representacién fuzzy oportuna,

en Gonzéalez-Rodriguez et al. [18] se ha establecido una opcion posible.

Definicién 2.1.2. Dada una variable aleatoria real X : €2 — R asociada al espacio
de probabilidad (Q, A, P), sea ¢ : R — F.(R) el fuzzificador definido (en su version
horizontal) para todo o € [0,1] y x € R por:

(YO @))a = [f2(2) = (1 — @)@, fr(x) + (1 — )77 |

0, alternativamente (en su version vertical), para todo x,t € R por:

L= (fule) =)@ sit € [fu(e) = 1, fu())
1 si t € [fu(x), fr(z)]
z)(t) =
(@)(?) 1— (t — fr(z)"=@ site (fa(z), fa(z) + 1]
0 en otro caso,

donde las funciones:
fo,frR:R—=R, hp,hg:R—[0,+00), fr(x) < fr(z) para todo z € R,

son medibles Borel.

Asi, la v¢-representacion de X es el nimero fuzzy aleatorio:
7o X : Q= F.R)
w e (X (W)

El teorema siguiente garantiza que la representacion fuzzy precedente permite,
en condiciones muy generales, caracterizar completamente la distribuciéon de una

variable aleatoria cualquiera.
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Teorema 2.1.2. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea v° : R — F.(R) el
fuzzificador definido para todo a € [0,1] y x € R por:

(+9(@)) = [£(X) = (1= )7, fa(X) + (1 — )"0,
donde las funciones:
fo,fR i R—=R, hp,hg:R —[0,400), fr(z) < fr(x) paratodo z € R,

fLJfR € Ll(QvA7 P)7

son todas ellas continuas y biyectivas.
Entonces, si X,Y : € — R son dos variables aleatorias asociadas al espacio de
probabilidad (2, A, P), se cumple que:

X e Y idénticamente distribuidas < E(7¢ 0 X) = E( o Y).

Demostracion. En efecto, se cumple para todo « € [0, 1] que:

(B0 X)), = [B(£0X) = (1= )7, E(fa(X) + (1 )7 )]

= Si X eY estan idénticamente distribuidas, entonces también lo estan las varia-

bles aleatorias f1(X) y fo(V), 1/ho(X) ¥ 1/he(Y), f(X)y fa(Y) y 1/ha(X)
y 1/hgr(Y) vy, en consecuencia, sus medias coinciden, por lo que para todo

a € [0,1]:
(B 0x)), = (E0Te)),,
de donde las medias tipo Aumann de sus representaciones fuzzy caracteriza-

doras coinciden.

= Si E(v¢ )
(B0 )

E(fL(X) —(1- &)ﬁ) - E(fL(Y) - (1- oa)’ﬁy));
E<fR(X) = OO%) - E(fR(Y) —(1- a)ﬁ).

Por tanto, si se toma o = 1:

E(fr(X)) = E(fu(Y)), E(fr(X)) = E(fr(Y)).

Por ello, debe cumplirse que para todo « € [0, 1]:

) = E(7° oY), entonces para todo a € [0,1] se cumple que
= (E(VC o Y))) , de modo que:

07

E((1—a)m®) = B((1 - a)wm),
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Si se considera un oy € (0, 1) arbitrario, basta con probar que las variables
1 1
aleatorias (1 — ap)"2™ y (1 — ap)"2™) estdn idénticamente distribuidas, ya

que en dicho caso al ser la funcién:
Sop :R—=R

.
z— (1 —o)®
continua y biyectiva se aseguraria que X e Y estarian igualmente distribuidas.

Como 1 —ag € (0, 1), las variables aleatorias S,,(X) ¥ Sa,(Y) estan acotadas,
por lo que todos sus momentos existen y son finitos, lo que implica que los

conjuntos de dichos momentos caracterizan sus distribuciones.

Denotando para cada r € N la constante .. := 1—(1—ap)" € (0, 1), se obtiene
que:

E((Say (X)) = E[((1 — a0)=)"| = E[(1 - o) 77|
= E[(l - Oér)ﬁ} = E[((l — ao)ﬁ)r} _ E((SQO(Y))T)-

Esta igualdad implica que S, (X) y Sa,(Y') estan idénticamente distribuidas,
por lo que el resultado queda demostrado. Conviene observar que, por simetria,
si se hubiera considerado el razonamiento analogo para el extremo derecho del

intervalo a-nivel, se habria llegado también al resultado buscado. ]

Observacion 2.1.1. En la demostracién del teorema precedente sélo se hace uso de
las funciones f(X), hr(X) (o, como se ha senialado, alternativamente podia haberse
razonado con fr(X),hr(X)). Esto muestra que, de hecho, basta con una de las
ramas de la media tipo Aumann anterior para conocer toda la informacion sobre la

distribucion de la fuzzificacion de la variable aleatoria real.

La eleccion de las funciones fr,hr, fr, hg permite tener distintas representa-
ciones fuzzy de variables aleatorias, incluso de forma que su media tipo Aumann
muestre, de forma visual, algunos pardmetros de la distribucion de la variable (ver,
por ejemplo, Gonzalez-Rodriguez et al. [18]).

Una eleccién interesante y operativa dentro de la familia de fuzzificadores ¢ es

la de los fuzzificadores °, para los cuales fr(xz) = fr(x) = x paratodoz € Ry

1 .
) prp— sl x > X
hp(z) =4 * T 4
r—x .
1— six < T
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hr(z) = 1 para todo =z € R
hi(x)
con g € Ry a € (0,+00). En esta subfamilia, xy constituye una especie de punto
de ‘simetria’ (mas concretamente, si la distribucién de la variable aleatoria X es
simétrica con respecto de xg, entonces la media tipo Aumann de la representacion
~v* de X también serd simétrica con respecto de xy), y a viene a ser una especie
de ‘factor de ponderacién inversa’ de la dispersién de los valores fuzzy (i.e., si la
distribucion de X es asimétrica, cuanto menor sea el valor de a la asimetria resultara

visualmente mas evidente).

La Figura 2.2 muestra graficamente la fuzzificacion ~° de una variable aleatoria

que toma los valores —2, —1,0,1 y 2, supuestos fijados o =0y a = 1.

Figura 2.2: Fuzzificacién v* (con g = 0y a = 1) de una variable aleatoria que

toma los valores —2, —1,0,1 y 2

Como puede verse en la Figura 2.2, las formas de los niimeros fuzzy asignados
a los valores de la variable difieren, segin se trate de valores centrales o se alejen
méas o menos de los mismos. Este hecho resulta bastante razonable, por cuanto el

significado de los valores numéricos subyacentes también difiere segtin su posicion.

Para ilustrar la caracterizacién de una distribucién mediante la media tipo Au-
mann de su representacion fuzzy v°, la Figura 2.3 muestra las medias correspon-
dientes a las «* de tres variables binomiales, Binomial(10,0.1), Binomial(10,0.5) y
Binomial(10,0.9), tomando xy = 5 (punto de posicién intermedia entre los valores

de la distribucién) y a = 1.
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O I | I | I
0 2 4 6 8 10
Figura 2.3: Media tipo Aumann de la fuzzificacion v° (con xg =5y a = 1) de una

variable aleatoria que sigue distribucién binomial (de izquierda a derecha:
Binomial(10, 0.1), Binomial(10, 0.5) y Binomial(10,0.9))

Del mismo modo, la Figura 2.4 muestra las medias correspondientes a las ~*
de tres variables normales, NV (0,1), N (0,2) y NV (1,1), tomando xy = 0 (punto de

posicién intermedia entre los valores de la distribucion) y a = 1.

0 1 T T
-1 0 1 2

Figura 2.4: Media tipo Aumann de la fuzzificacion v° (con xg =0y a = 1) de una
variable aleatoria que sigue distribucién normal (de izquierda a derecha:
N(0,1), N(0,2) (con trama de guiones) y N(1,1))
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Como consecuencia de los resultados de esta seccién, se ha presentado un nuevo
funcional de caracterizacion general de la distribucién de una variable aleatoria real,
alternativo a la funciéon de distribucion y a la funcién caracteristica. La funcion
de distribucién (de variable real y con valores en [0,1]) se basa directamente en
probabilidades asociadas a los sucesos basados en ella. La funcién caracteristica (de
variable real y con valores en el espacio de los complejos) se apoya en el operador
media, pero toma valores en el campo de los complejos.

Si bien la media tipo Aumann de una representacién fuzzy v constituye un
funcional caracterizador de la distribucién de una variable aleatoria que pasa por el
espacio de los niimeros fuzzy, se trata de una funciéon de variable real con valores
en [0,1] y, a su vez, tiene su base en un valor medio, de manera que hereda las
buenas propiedades de consistencia, asi como otras caracteristicas propias de tal
valor medio. En este sentido, se trata de un funcional caracterizador con propiedades
de gran interés estadistico.

En las dos secciones siguientes, se examinard la aplicacién del potencial caracte-
rizador de la distribucién de variables aleatorias reales que tiene la representacion
fuzzy Y, para realizar algunos contrastes estadisticos clasicos, como pueden ser el
test de bondad de ajuste de la distribucion de una variable aleatoria real a una
distribucion totalmente especificada y el test de simetria de la distribuciéon de una

variable respecto de un punto especifico.

2.2. Aplicaciéon al contraste de bondad de ajuste

Uno de los principales problemas en Estadistica es la realizacion de inferencias
sobre propiedades de una poblacion a partir de una muestra extraida de la misma.
En particular, en el caso de estimaciones o contraste de parametros de la distri-
bucién de una variable en una poblacion, es necesario incorporar a menudo cierta
suposicién acerca de la distribucion de dicha variable, como puede ser que se trata
de una distribucién normal, binomial, Poisson, exponencial, etc. Esta suposicion es
frecuentemente imprescindible para la aplicacion de los estadisticos que permiten
desarrollar inferencias. En otras situaciones, el interés de un estudio se centra de
forma expresa en conocer si se puede considerar que los datos recopilados por la
observaciéon de la variable corresponden a cierto modelo conocido.

Un test de bondad de ajuste univariante a una distribucién es un procedimiento
que consiste en contrastar si (o hasta qué punto) cierta variable sigue una distribu-

cion hipotética, sobre la base de los datos disponibles a partir de su observacion.
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Dicha distribuciéon hipotética puede estar o no completamente especificada. En esta
seccion el contraste va a considerar la primera posibilidad, de manera que la hi-
potesis nula se supondréa totalmente especificada, es decir, no hay parametros que
necesiten estimarse y se trata de una hipotesis simple.

Entre los procedimientos de contraste de bondad de ajuste para el caso de distri-
buciones totalmente especificadas y que no estén disenados para clases paramétricas
concretas, los que posiblemente estén considerados como mas populares podrian
clasificarse en dos grupos:

= contrastes aplicables a variables discretas finitas o a variables cualesquiera

tras su ‘discretizacién’ finita, como son los test x? de Pearson y de la razén de

verosimilitudes;

= contrastes aplicables a variables y distribuciones hipotéticas continuas, como

son los test de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-Von Mises y Anderson-Darling.

Los test x* de Pearson 'y de la razén de verosimilitudes pueden considerarse, en
principio, para distribuciones hipotéticas discretas con un nimero finito de valores
o cualesquiera, pero tras el agrupamiento tanto de los valores hipotéticos como de
los datos muestrales en un nimero finito de clases disjuntas. Ambos métodos de
contraste se basan en sendos estadisticos que involucran el calculo de las frecuencias
observadas de los distintos valores o clases para la informacion muestral coleccionada
y el de las frecuencias esperadas para dichos valores o clases de acuerdo con la
distribuciéon hipotética.

Los estadisticos cuantifican la ‘discrepancia’ entre tales frecuencias, y la distri-
bucién de los mismos se conoce de forma asintética (de hecho, los dos estadisticos
son asintéticamente equivalentes) y es de tipo chi-cuadrado. Como regién critica del
contraste, se toman los valores criticos obtenidos a partir de la chi-cuadrado y se
considera que la hipétesis nula debe rechazarse para un nivel de significacion dado
si la discrepancia entre la hipotesis nula y las evidencias muestrales esta por encima
del valor critico ‘admisible’. Alternativamente, puede calcularse el p-valor del con-
traste para los datos muestrales, que es el umbral minimo del nivel de significacion
por encima del cual se rechaza la hipétesis nula sobre la base de esos datos.

Es inmediato notar que, en el caso de que la distribucion hipotética sea continua
o discreta con una infinidad de posibles valores distintos, el ineludible agrupamiento
de datos y valores hipotéticos en un nimero finito de clases conlleva siempre una
pérdida de informacién que, en ocasiones, puede ser relevante. Ademas, la aplica-
cién apropiada de estos contrastes requiere el cumplimiento de algunas condiciones

adicionales que, a veces, obliga a un nuevo reagrupamiento.
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Los test de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-Von Mises y Anderson-Darling estan
desarrollados para el ajuste a una distribucién hipotética de tipo continuo y total-
mente especificada. Se basan en la funcion de distribucion empirica para la muestra
de datos disponible y en las propiedades que dicha funcién ofrece como estimador

de la funcién de distribucién teérica, es decir, la asociada al modelo hipotético.

Los estadisticos de los tres métodos cuantifican la ‘discrepancia’ (a través de
ciertas normas o normas relativizadas) entre tales funciones de distribucién, y la
distribucion de los mismos es conocida (si bien suelen adoptar expresiones de cierta
complejidad para tamanos muestrales pequenos, normalmente presentan aproxima-
ciones asintdticas mas manejables). Como regién critica del contraste, se toman los
valores criticos obtenidos a partir de tablas desarrolladas expresamente para peque-
nas muestras o sus aproximaciones asintoticas para grandes muestras, y se considera
que la hipdtesis nula debe rechazarse para un nivel de significacion dado si la discre-
pancia entre las funciones de distribucién esperada y observada esta por encima del
valor critico ‘admisible’. Alternativamente, puede calcularse el p-valor del contraste

para los datos muestrales.

El test de Kolmogorov-Smirnov se basa en la norma del supremo y, en conse-
cuencia, no tiene en cuenta las discrepancias en todos los puntos reales, mientras
que Cramér-Von Mises y Anderson-Darling recurren a integrales que si toman en
consideracion las discrepancias en todos los puntos reales. El test de Kolmogorov-
Smirnov y el de Cramér-Von Mises son menos potentes que el de Anderson-Darling
para detectar diferencias en las colas de las distribuciones, ya que no suelen estar
presentes en las muestras escogidas y los estadisticos no les asignan suficiente peso.
Por el contrario, los dos primeros son mas ttiles para detectar diferencias en la parte

central de las distribuciones.

Como se ha senalado recientemente [41], no existe un test de bondad de ajuste
general que sea uniformemente mas potente para todas las combinaciones posibles

de hipétesis nulas (totalmente especificadas) y alternativas.

Al ser el funcional E(y°(X)) introducido en la seccién anterior caracterizador de
la distribucién de la variable aleatoria X, sea cual sea el tipo de variable al que co-
rresponda, puede desarrollarse de forma bastante inmediata un método de contraste
de bondad de ajuste para variables aleatorias reales a una distribucién totalmente
especificada sobre la base de un estadistico que cuantifique la ‘discrepancia’ entre

las medias tipo Aumann de la representacién v de la distribucién hipotética y la de
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la distribucién muestral. Tal estadistico constituird una medida de la ‘discrepancia’
entre las dos distribuciones.

Este método es el consistente en la particularizacién del test unimuestral para
la media tipo Aumann (Proposicién 1.4.1) sobre la v°-fuzzificacién de la variable
aleatoria real. A continuacion va a procederse a presentar esa particularizacion,
indicando algunas peculiaridades del mismo e ilustrando su aplicaciéon mediante un
ejemplo real.

Sean X una variable aleatoria real cualquiera, D (o) una distribucién aleatoria
totalmente especificada donde pg denota un parametro real o vectorial conocido y
7¢ R — F.(R) un fuzzificador caracterizador cualquiera. Sea 6 € (0, 1] y sea ¢ una
medida de ponderacion normalizada en el espacio ([0,1], Bjoy)) formalizada como
una medida de probabilidad asociada a una funciéon de distribucién absolutamente
continua y estrictamente creciente en [0, 1].

Los estudios de la Seccién 2.1 corroboran que contrastar las hipotesis sobre dis-

tribuciones:
» Hy: X =9(po) (hipdtesis nula simple)
» Hy: X #Z9D(po) (hipdtesis alternativa compuesta)
es equivalente a contrastar las hipotesis
s Hy: E(7°0X)=E(7° oD (o))
= Hy: E(70X) # E(° 0D (po))
que, a su vez, equivale a contrastar las hipotesis:
« Hy: D§(E(y° 0 X),E(y° 0D (po))) =0
« Hi: Df(E(° 0 X), E(+ 0D (o)) # 0.
Como ¢ o X es un ntmero fuzzy aleatorio y E(7C o D(g)) es un nimero
fuzzy concreto, la aplicacion del test unimuestral para la media tipo Aumann en la

Proposicién 1.4.1 da lugar a un procedimiento de contraste de bondad de ajuste,
cuya version algoritmica se traduce ahora como sigue:

Sea X la variable aleatoria real cuya distribucién quiere ajustarse a la hipotética
D (o), y sea &, = (z1,...,r,) una muestra de observaciones independientes a partir

de X. Los siguientes pasos constituyen un algoritmo para el contraste de la hipdtesis
nula Hy: X =D (o).
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Paso 1: Se calcula el valor del estadistico de contraste, T,,, para la muestra de datos

inicial v°-fuzzificados, ¢ (x,) = (V¢ (z1), .. .,7%(zn)):

L =:{D5<27(70“”)+"~+v0@m»,Ec¢70zmuo»)}2

" i 12”3 [Dg (70(%)7 (V) + .+ vc(xn)))r'

i=1

1

n

Paso 2: Se fija la poblacién bootstrap, {v%(z1),...,7%(zn)}.

Paso 3: Se obtiene una muestra de observaciones independientes de la poblacion
boostrap, Y€ (x,)" = (v¢(z1)%, ..., 7% (zn)*).

Paso 4: Se calcula el valor del estadistico para la muestra bootstrap,

{Dg (i @) ()] i 7€ (21) +...+fyC(wn)Dr

T = 5

T [ (P 6@ 1)

i=1

n—1

Paso 5: Se repiten los Pasos 8 y 4 un ntmero muy grande de veces, B, para ob-
tener un conjunto de B estimaciones (valores de 7T)') que se denotard por
{t,...,t5}.

Paso 6: Se halla el p-valor boostrap, que correspondera a la proporcion de veces que

{ti,...,t5} es mayor que el valor de T,, para la muestra inicial.

El procedimiento de contraste que acaba de presentarse va a ilustrarse mediante
un ejemplo real. Por el bagaje del que se dispone parece interesante recurrir a un
ejemplo fisico con datos reales. Para ello, se aplicara el ultimo test de bondad de
a la distribucién de sucesos obtenidos por desintegracién radiactiva. Se comenzard
introduciendo brevemente el problema y la motivaciéon de las medidas realizadas,
tras lo que se incluird una breve descripcion de los datos seguido de la aplicacion

del test a este caso particular.

Ejemplo 2.2.1. La radiactividad es el proceso en que nicleos atémicos inestables
emiten energia, por ejemplo, por emisién de una particula o (nicleo de He) o un
foton. Esta desintegracion no es cuantificable como la mayoria de los procesos fisicos
a los que estamos acostumbrados, sino que tiene una componente inherente pura-
mente probabilistica. Esto es debido a los resultados de Mecdnica Cudntica, que
impiden predecir cuando un nuicleo atémico radiactivo se desintegrara. Sin embargo,
se puede obtener para una coleccién de atomos una estimacion de su tiempo de vida:
el tiempo que tardaria dicha coleccion en desintegrarse completamente. La relacion

que rige este comportamiento es:
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N(t) = Nye™

donde N(t) denota la cantidad de ntcleos en el instante ¢, Ny el nimero inicial de
nucleos y A es la constante de desintegracion, que indica la probabilidad de desinte-
gracion por unidad de tiempo.

Una de las formas de determinar la constante A para un cierto isétopo y asi poder
predecir el tiempo de vida de una cierta muestra es estudiar el nimero de desintegra-
ciones radiactivas que sufre en un intervalo de tiempo prefijado. Sin embargo, para
poder realizar este estudio es necesario tener en cuenta las posibles desintegraciones
de fondo, que podrian influir en la medida. Por tanto, es posible modelar el nimero
de desintegraciones radiactivas en un cierto intervalo temporal como una distri-
bucion de Poisson, ya que seria equivalente a modelar el tiempo de desintegracion
de la muestra como una distribucién exponencial (este hecho muestra el porqué de
la denominacién de ‘Ley de los sucesos raros’ a la distribuciéon Poisson).

Por ello, en este apartado se realizarda un contraste de bondad de ajuste de
los datos experimentales a la distribucion teérica para el caso de estimaciéon de
fondos. Para ello se cuenta con datos obtenidos con un detector Geiger-Miiller
conectado a una fuente de alimentacion fijada a un voltaje de 1000 V'; este valor
asegura la maximizacion de la eficiencia del detector. Dichos datos se tomaron en el
ano 2017, en la practica ‘Estudio de radiacion con Geiger-Miller’ de la asignatura
«Técnicas Experimentales I11» del Grado de Fisica de la Universidad de Oviedo.

Para los datos concernientes a este apartado del trabajo, se dispone de 100 me-
didas de sucesos tomadas en intervalos de dos segundos. Dichos valores se recogen,

agrupados por nimero de sucesos en cada intervalo, en la Tabla 2.1.

Desintegraciones observadas | 0 112 13(4|5]>6

Numero de observaciones 26 14512115121 0

Tabla 2.1: Numero de desintegraciones radiactivas de fondo observadas en

intervalos temporales de 2 segundos (agrupadas)

En tal caso, si X es la variable aleatoria que representa el nimero de desin-
tegraciones radiactivas de fondo observadas en intervalos temporales de

2 segundos va a realizarse el contraste:

» Hy: X = Poisson(1)
= H;: X # Poisson(1)
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Para el procedimiento de contraste van a adoptarse § = 1, ¢ = ¢ para la distancia,

y <=7
hr(z) = 1/(1+ x) para todo x > 0, = 1 — x en caso contrario. Con esa fuzzificacion

sim

como fuzzificador caracterizador, donde fr(z) = fr(z) =2y hy(z) =

se cumple para todo « € [0, 1]:

(@), =010l ("), = [~ -a™ it A-™] =12,

«

y los valores transformados se representan graficamente en la Figura 2.5
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Figura 2.5: v¥"™-fuzzificacion (con 1o =0y a = 1)
de una variable aleatoria que toma los valores 0,1, 2, ...
(en negro la v*™-fuzzificacién de los valores que han aparecido en la muestra)
Como se apunté en la Observacién 2.1.1, el rasgo caracterizador de las v¢ viene
determinado por cualquiera de sus ramas, de manera que por razones de simplifica-
cion de calculos en el contraste se han supuesto hy, y hr coincidentes.
Y la media tipo Aumann de la distribucién hipotética **™-fuzzificada vendré
dada por (ver en Figura 2.6 junto con la correspondiente muestral):

(E (fySim(Poisson(l))))

_ [f:l (i-(- ayﬂ)ei!l,i(i +(1- a)l'“)e.l]

= [1 —(I—a)e®—e )14+ (1—a) e_a} :
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Figura 2.6: Medias tipo Aumann de la v*™-fuzzificacién
de una variable aleatoria con distribucién Poisson(1) (linea continua)

y de la distribucién muestral de la Tabla 2.1 (linea con guiones)

La aplicacion del algoritmo asociado al contraste de bondad de ajuste (implemen-
tado por Trutschnig y Lubiano en R [43, 44]), con B = 1000 iteraciones bootstrap,
da lugar a un p-valor de 0.16, de manera que, a la vista de las evidencias muestrales y
para los niveles de significacién mas usuales, no es descartable que los datos puedan

provenir de una distribucién de Poisson(1).

2.3. Aplicacién al contraste de simetria

Otro problema de interés en Estadistica es el contraste de la hipdtesis de simetria
de la distribucién de una variable aleatoria real respecto de un punto real dado. El
empleo de las medidas de localizacion o escala mas usuales de una variable aleatoria
no es muy representativo cuando se trabaja con distribuciones asimétricas. No obs-
tante, la estadistica robusta puede trabajar con distribuciones asimétricas porque
no recurre a las medidas de localizacion o escala mas usuales, sino que busca alter-
nativas que no se vean influenciadas en exceso por dicha asimetria. En cualquiera
de los casos es conveniente conocer si existe o no simetria de la distribucién de una
variable y, al igual que para la bondad de ajuste, hay distintos test que permiten
contrastar este tipo de hipotesis.

Entre los procedimientos de contraste de la simetria de la distribucién de una
variable aleatoria sobre la base de una muestra de observaciones independientes a

partir de ella, el test de los rangos con signo de Wilcoxon es uno de los méas conocidos.
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Se basa en un estadistico que consiste en la diferencia entre la suma de los ‘rangos’
de las diferencias de los datos muestrales respecto del punto de simetria hipotético
que son positivas y la suma de los ‘rangos’ de las diferencias de los datos muestrales
respecto del punto de simetria hipotético que son negativas, donde por el ‘rango’ de
una diferencia se entiende su posicion en la sucesiéon ordenada en sentido creciente
de los valores absolutos de las diferencias antedichas. Existe una tabla de valores
criticos del estadistico de rangos de Wilcoxon con la cual puede compararse el del
estadistico, salvo que se recurra a la aproximacién normal, aunque ésta suele ser
bastante conveniente. Si el estadistico muestral de Wilcoxon estd por debajo del
valor critico de las tablas, debe rechazarse la hipdtesis nula de simetria alrededor
del punto de simetria hipotético. El test estda desarrollado para variables de tipo

continuo.

Que la distribucion de una variable aleatoria real X sea simétrica respecto de un
punto especifico 7 podria interpretarse indistintamente como que la variable X — 7
es simétrica respecto de 0 o que las variables X — 7 y 7 — X estan idénticamente
distribuidas. Al ser el funcional E(y¢(X)), introducido en la primera seccién de
este capitulo, caracterizador de la distribucion de la variable aleatoria X, sea cual
sea el tipo de variable al que corresponda, puede desarrollarse de forma bastante
inmediata un método de contraste de simetria de la distribucién de X respecto de
7 sobre la base de un estadistico que cuantifique la ‘discrepancia’ entre las medias
tipo Aumann de la representaciéon v¢ de X — 7 y la de 7 — X, que son dos variables
claramente dependientes. Tal estadistico constituird una medida de la ‘discrepancia’

con la simetria de X respecto de 7.

Este método es el consistente en la particularizacién del test bimuestral para
la igualdad de medias tipo Aumann de dos nimeros fuzzy aleatorios dependientes
(Proposicién 1.4.2) sobre la v“-fuzzificacion de ambas variables aleatorias reales. A
continuacion va a procederse a presentar esa particularizacion, indicando algunas

peculiaridades del mismo e ilustrando su aplicacién mediante un ejemplo real.

Sean X una variable aleatoria real cualquiera, 7 € R un punto real totalmente
especificado y 7¢ : R — F.(R) un fuzzificador caracterizador cualquiera. Sea 6 €
(0,1] y sea ¢ una medida de ponderacién normalizada en el espacio ([0, 1], Bjo 1))
formalizada como una medida de probabilidad asociada a una funcién de distribucién

absolutamente continua y estrictamente creciente en [0, 1].

Los estudios de la Seccién 2.1 corroboran que contrastar las hipdtesis sobre dis-

tribuciones:
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= Hy: X tiene distribucion simétrica respecto a 7

= H;: X tiene distribucién no simétrica respecto a 7

es equivalente a contrastar las hipotesis
s Hy: X—717=7—-X
» Hy: X—717#7-X
que, a su vez, es equivalente a contrastar las hipotesis
= Hy: EQY(X = 7)) = E(/Y(r - X))
= Hi: EQY(X —7)) # E((r - X))
y, a su vez, equivale a contrastar las hipdtesis:
« Hy: Df(E(C(X = 7)), EGC(r = X))) =0
« Hy: Df(EGC(X =), EG%(r - X)) #0.
Antes de proceder a presentar el procedimiento de contraste, se ilustra grafi-
camente el cdlculo de la Dy (E(VC(X — 7)), E(°(r = X ))) para ciertas distribu-

ciones particulares, y supuesto que se adoptan 6 = 1, ¢ = {, y ”yC = 7% con
fr(xz) = fr(x) =0 para todo z € Ry

1

1—=x sixz <0

siz>0

hr(z) = hLl(a:) para todo z € R.

En el caso en que X = N(4,1), es decir, se trata de una distribucién simétrica
respecto de 4, las medias tipo Aumann de las v*°-fuzzificaciones de X — 4y 4 — X
coinciden, de manera que DY (E(fysO (X —4)), E(y*(4 — X))) =0 (ver Figura 2.7).

En el caso en que X = x?2, es decir, se trata de una distribucién asimétrica con
media igual a 4, las medias tipo Aumann de las v*°-fuzzificaciones de X —4y 4 — X
no coinciden, y D¢ (E(VSO(X —4)), E(y*(4 — X))) = 0.0057 (ver Figura 2.8).

En el caso en que X = 0.5- AN (4,1) + 0.5 - x2, es decir, se trata de una mixtura
de una distribucion simétrica y una asimétrica con media igual a 4, las medias tipo
Aumann de las v*°-fuzzificaciones de X —4 y 4 — X no coinciden, y D! (E(750 (X —
1)), B(y*0(4 = X))) = 0.0014 (ver Figura 2.9).
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Figura 2.7: A la izquierda, funcién de densidad de N'(4,1),
a la derecha E(y*0(X —4)) = E(y*(4 — X))
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Figura 2.8: A la izquierda, funcién de densidad de x?,
a la derecha E(y*0(X —4)) y E(v*(4 — X))
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Figura 2.9: A la izquierda, funcién de densidad de 0.5 - NV'(4,1) + 0.5 - x4,
a la derecha E(y*0(X —4)) y E(v*(4 — X))

Debe tenerse en cuenta que la eleccion fr(z) = fr(x) =z y xo # 0 considerada
en v° aporta informacion visual acerca del valor medio de la variable original X, que

es la ‘moda’ (el inico elemento del conjunto unitario correspondiente a su 1-nivel) de
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la media tipo Aumann de la ~*-fuzzificacion de la variable. En contraste, la eleccion
fo(z) = fr(x) =0y zo =0, frente a fr(z) = fr(x) = zy xy # 0 considerada en %,
resulta mas oportuna computacionalmente y ofrece la misma informacion relevante
a efectos de la diferencia entre las medias tipo Aumann de las fuzzificaciones de
X—17y17—-X.

Sea X la variable aleatoria real cuya distribucién quiere contrastarse si es si-
métrica respecto de 7 € R, y sea @, = (x1,...,2,) una muestra de observaciones
independientes a partir de X. Los siguientes pasos constituyen un algoritmo para
el contraste de la hipétesis nula Hy : X tiene distribucion simétrica respecto a 7.
La particularizacion del estadistico del test bimuestral sobre la media tipo Aumann

para muestras dependientes es:
Paso 1: Denotédndose v,, = (70@1 - 7)., — T)) y Wy, = (70(7' — 1)y,
(T — azn)), se calcula el valor del estadistico de contraste para la muestra

de datos fuzzy inicial:

) |
?11; {D;" (’yc(xi —7) + W, Y (T — 1)) —i—TTn)r

T, =

Paso 2: Se fija la poblacion bootstrap, {z1,...,x,}.

Paso 3: Se obtiene una muestra de observaciones independientes de la poblacion

boostrap, (z3,...,x").

Paso 4: Denotandose v = <70( Cr—2a3),...,

8
dado por:

v =7), A 7)) vy = (v
C( *

T — :cn)), se calcula el valor del estadistico para la muestra bootstrap

_ D5 (50" + @ +30)]

n

> [DF (v (a7 = 1) + (7 — 2] + E)r

i=1

S|

Paso 5: Se repiten los Pasos 3 y 4 un ntimero muy grande de veces, B, para ob-
tener un conjunto de B estimaciones (valores de T)F) que se denotard por
{t1,..., s}

Paso 6: Se halla el p-valor boostrap, que correspondera a la proporcion de veces que

{ti,..., 5%} es mayor que el valor de T,, para la muestra inicial.

En este apartado se ilustra con un ejemplo del contraste de simetria que acaba
de presentarse. Para ello, se hara uso del problema descrito en el Ejemplo 2.2.1 de

la Seccién 2.2 sobre la desintegracion radiactiva.
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Ejemplo 2.3.1. Siguiendo el hilo mostrado en el Ejemplo 2.2.1, van a emplearse
los datos mostrados en la Tabla 2.1 para realizar un contraste de simetria sobre la
variable aleatoria que representan. En la secciéon anterior, se obtuvo un p-valor de
0.16 en el contraste de datos provenientes de una distribucién de Poisson(1). En este
ejemplo, se supondran provenientes de una distribucién que con valores enteros no
negativos y se comprobara si dicha distribucién es simétrica respecto al punto 7 = 1
para la muestra dada (que equivaldra a que las variables X — 1y 1 — X, que toman
valores enteros, estén idénticamente distribuidas). Este ejemplo esta basado en que
el test empleado es de libre distribucion y, por tanto, no depende de la distribucion
de la que provengan los datos empleados.

Por tanto, si X es la variable aleatoria que representa el nimero de desinte-
graciones radiactivas de fondo observadas en intervalos temporales de 2

segundos, se realizara el contraste:

= Hy: X tiene distribucion simétrica respecto de 7 =1
» H;: X tiene distribucién no simétrica respecto de 7 =1
Para el procedimiento de contraste van a adoptarse § = 1, ¢ = ¢ para la distancia,

y 4¢ = %™ como fuzzificador caracterizador, donde fr(z) = fr(z) =z y hy(z) =

hr(x) =1/(1 + z) para todo x > 0, = 1 — x en caso contrario.
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Figura 2.10: v*™-fuzzificacién (con 1o =0y a = 1)

de una variable aleatoria que toma los valores ... —2,—1,0,1,2, ...

(en negro la v*™-fuzzificacién de los valores que han aparecido en la muestra)
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Con esa fuzzificacion se cumple para todo o € [0, 1]:
i [i—(1—a)™ i+ (1—a)™!] sit=0,1,2,...
(7 (Z))a - [z — (1= )00 4 4 (1 — a)1/<1—i>] sii=—1,-2,...
y los valores transformados se representan graficamente en la Figura 2.10.

Y las medias tipo Aumann de las distribuciones muestrales V- fuzzificada de

X —1y1— X vendran dadas por los niimeros fuzzy en la Figura 2.11.

T T T T T T T
-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15

Figura 2.11: Medias tipo Aumann de la v¥"™-fuzzificacién
de la distribucién muestral de X — 1 (derecha, en linea negra)

y de la distribucién muestral de 1 — X (izquierda, en linea gris)

La aplicacién del algoritmo asociado al contraste de simetria (implementado por
Trutschnig y Lubiano en R [43, 44]), con B = 1000 iteraciones bootstrap, da lugar a
un p-valor de 0.14, de manera que, a la vista de las evidencias muestrales y para los
niveles de significaciéon mas usuales, no es descartable que los datos puedan provenir

de una distribucién simétrica respecto de 1 (mediana de la distribucién muestral).



Conclusiones finales

Para finalizar el trabajo, puede concluirse que en él se han recordado, en primer
lugar, conceptos y resultados fundamentales de la teoria de los ntimeros fuzzy, y su
incorporacién a la modelizacién de mecanismos que generan aleatoriamente datos
imprecisos y al andlisis estadistico de tales datos. Se ha resaltado que las ideas y
procedimientos asi desarrollados constituyen extensiones, mas o menos complejas,
de ideas y procedimientos de la generacion y analisis de datos reales, pero que la
falta de linealidad del espacio de los niimeros fuzzy con la aritmética usual obliga
a recurrir a técnicas diferentes de las del caso de datos reales o a introducir nuevas
herramientas. En este sentido, la consideracién de métricas apropiadas y los consi-
guientes encajes isométricos en conos de espacios de Hilbert de funciones aportan
las garantias matematicas necesarias para que tales desarrollos se lleven a cabo con

el rigor y soporte debidos.

En segundo lugar, el trabajo muestra como ademas de que mediante los ntimeros
fuzzy y los nimeros fuzzy aleatorios pueden tratarse un buen nimero de problemas
que involucran datos imprecisos, a menudo provenientes de valoraciones humanas,
actitudes, etc., la metodologia desarrollada hasta el momento puede aplicarse tam-
bién al andlisis de algunos problemas estadisticos sobre datos numéricos. Esto tltimo,
es cierto gracias a la posibilidad de encontrar un funcional caracterizador de la dis-
tribucién de una variable aleatoria real que se basa en el valor medio de un ntimero
fuzzy aleatorio. Una de las ventajas notables de los procedimientos de analisis de esos
problemas es su consistencia, por estar basados en valores medios, y su versatilidad,
que le permite ser aplicable cualquiera que sea el tipo de distribucién con la que se

trabaje.

Por lo que concierne a posibles estudios futuros al respecto, son muchos los

problemas abiertos. Entre ellos, pueden senalarse:
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CONCLUSIONES FINALES

el estudio de la influencia de las elecciones de las ponderaciones 6 y ¢; en
ese sentido, en Gonzalez-Rodriguez et al. [18] aparece un estudio incipiente
en cuanto a la influencia en el contraste de bondad de ajuste para una clase

paramétrica concreta;
el estudio de la eleccién de la fuzzificacion caracterizadora, ¢

el estudio comparativo de los procedimientos de contraste de bondad de ajuste
o de simetria con los métodos mas conocidos; en un primer avance realizado en
en Gonzalez-Rodriguez et al. [18], el contraste de bondad de ajuste basado en
~* resulta bastante competitivo, siempre que no se compare con los métodos
disenados expresamente y solamente validos para el contraste a un tipo de

distribuciéon de una clase paramétrica concreta;

el desarrollo de otros contrastes de igualdad de distribuciones, como puede ser
el ANOVA de distribuciones, y su posterior comparacién con otros métodos

disponibles en la literatura.
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